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MECANICA RACIONAL
ING. LINO SPAGNOLO

Capitulo 1
Introduccion a vectores y tensores

La Fisica es una ciencia que requiere de mediciones muy precisas de las multiples
magnitudes observables en la naturaleza, para luego relacionarlas entre si a través de teorias
fisico-mateméticas.

Experimentalmente se comprueba que las caracteristicas de tales magnitudes son muy
diversas. Algunas, tales como el tiempo, la superficie, la temperatura, la frecuencia, la carga
eléctrica, etc. requieren un solo namero para su definicion; tales magnitudes se llaman en
consecuencia magnitudes escalares.

Existen otras magnitudes fisicas que requieren mas de una cifra para tener una
completa especificacion. Tales magnitudes son la velocidad, la aceleracién, la fuerza, el
desplazamiento, el momento de una fuerza, etc. Ellas requieren un nimero que especifique su
intensidad o mddulo, otro nimero que especifique su direccién y su sentido. Tales magnitudes
se denominan magnitudes vectoriales.

Hay magnitudes aun mas complejas, que necesitan de mayor informacién para
representar fehacientemente el fenémeno fisico. Las mas importantes son las magnitudes
tensoriales, siendo, probablemente la mas conocida el tensor de inercia de la mecéanica
clasica, el tensor de tensiones y el de deformaciones.

Las magnitudes vectoriales se representan graficamente a través de un segmento

orientado, como el de la (Fig. 1-1), OoP que llamaremos vector A\, con una intensidad o
moédulo proporcional a la longitud del segmento OoP y una direccién y sentido proporcionada

por los tres angulos que forma el vector A con los tres ejes coordenados.

Angulo & entre el vector y el eje X.
Angulo O entre el vectory el eje Y.
Angulo Y entre el vector y el eje Z.

Los cosenos de estos tres angulos son los llamados cosenos directores del vector A.

La distancia OP, o médulo del vector, se designa con los simbolos: ‘A‘ 0 mas

simplemente con la letra A.

Fig. 1-1
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La representacion gréfica de los vectores permite una rdpida definicibn de sus
propiedades.

1.-) Multiplicar un vector por una constante o escalar K equivale a obtener otro vector paralelo
al anterior de médulo KA
2.-) Esto permite definir un vector de mddulo unitario € en una direcciéon determinada

y luego redefinir el vector como A= A€en la misma direccion y sentido que €.

3.-) lgualdad de vectores. Se define como iguales a dos vectores si tienen el mismo modulo
y la misma direccidn y sentido. Los tipos de vectores que cumplen esta condicibn se llaman
vectores libres y cumplen ademas con las siguientes  propiedades:

- Reflexiva: A= A
- Simétrica: Si A= B entonceses B = A.

- Transitiva: Si A= B Yy B=C entonces sera A=C.

4.-) Existe una subclase de vectores que tienen una mayor restriccion para la  definicion  de
igualdad. Son los vectores deslizantes y los vectores fijos o polares.
- Vectores deslizantes o Vectores fuerza. Su igualdad se define agregandoles
a las tres condiciones anteriores (médulo, direccion y sentido) la condicién de
estar sobre la misma recta de accion.
Tipico caso de esta categoria de vectores son las fuerzas, ya sean
mecanicas o electromagnéticas.

- Vectores fijos. Estos vectores parten de un origen comun por lo cual son
iguales si cumplen las tres condiciones de los vectores libres y ademas se
aplican sobre el mismo punto origen.

Suma y resta de Vectores

La definicibn de suma entre vectores esta
representada en la figura mediante un
caso plano.

Los vectores A Yy B se suman y en el
gréfico puede verse que cumplen con:
A+B=B+ A,propiedad conmutativa
de la suma.

La suma de dos vectores es conocida
también como regla del paralelogramo.

También puede verse que cumplen la
propiedad asociativa de la suma:

A+B+C=(A+B)+C=
= A+(B+C)
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También permite verificar que si A+ B =0, entonces A= —B, donde se define

B como un vector de igual médulo que A, igual direccion y sentido contrario.

Con esta definicibn de
vectores negativos
podemos definir la resta de
dos vectores como:

A-B= A+ (-B)

En la figura se puede ver
como la suma de dos
vectores es una diagonal
del paralelogramo y la resta
es la otra diagonal.

Representacién cartesiana de vectores

Una vez definido el vector unitario (Fig. 1-1), pueden representarse en un triedro

cartesiano X— Y — Z los vectores unitarios € ,€,,€; en las direcciones y sentidos de los
tres ejes.

Para facilitar la escritura se ha adoptado, casi universalmente, identificar esos tres
versores unitarios y ortogonales entre si, mediante las letras I, j,k. Esto permite definir un
vector como suma de sus componentes en el triedro cartesiano.

—

A= A( + Py + Az siendo cada componente la proyeccion del vector A

sobre cada uno de los ejes mediante los cosenos directores respectivos.

Al = Acosal = Asiny cos i
= A ] =Acoss| = Asinysin ]
A = Ak = Acosyk = Acosyk

<‘(>1 >;(>¢

También se definira su médulo y sus cosenos directores:
A=A=R+A+A

a:angulo entre Ay i — coSa =

> |.>

s:angulo entre Ay j — cosS =

y:angulo entre A y k — cosy =

> | > |>
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Ejercicio 1.-

Dados los vectores: A(S, 2,—1) ; 3(4, 8, 7) ; 6(7,—3, 2) efectuar las

siguientes operaciones.

1-) Hallar A+ B Yy B-A.
A+B=9 +10] +6k
B—A=—+6]+8K

2.-) Si C+X=D y el vector suma D tiene un médulo D = 15y esta contenido en el

plano X— Y formando un angulo ,3 =30°. se pide calcular el valor del vector X ya que

C es dato.

C(C,.C,.C,)+ X(X,, X, X,) =D(X, +7; X, -3 X, +2)

—

La primera condicion es que el vector D est¢enel plano X—Y .. Xz =-2

La segunda condici6n es que: \/(Xx + 7)2 + (Xy - 3)2 =15

¥ ademés: X1—5+7 _ c0s30°= 0,866

Ambas condiciones definen que el vector D debeser: D =13i + 7, 48]
Y verificamos que el &ngulo que forma con el eje Xes:

1D, 1,13
=cos —X=cos (—)=30°
P D (15)

Producto de Vectores

El dlgebra vectorial para la suma y resta de magnitudes vectoriales no es muy diferente
del algebra de las magnitudes escalares, si bien trae conceptos nuevos como el de médulo de
un vector, cosenos directores que definen su orientacion en un sistema de coordenadas
ortogonales y la forma especial de sumar las componentes segln una misma direccion.

En el algebra vectorial del producto de vectores se producen nuevas variantes que
hacen que los productos obtenidos tengan aplicaciones practicas e importantes en la Fisica.

Hay dos nuevos productos entre vectores que se denominan Producto Escalar y
Producto Vectorial y un tercero, cuya importancia veremos mas adelante, denominado
Producto Tensorial, entre dos vectores. Los tres son de una gran importancia en toda la Fisica.

Producto Escalar. El producto escalar entre dos vectores se define como

A-B= AB.cosp (1-2)
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Y puede demostrarse que equivale al siguiente producto entre sus componentes, en el espacio

de tres dimensiones.

AB:&@+&%+@@

(1-3)

En efecto, si dados los vectores Ay B ., analizamos, primero por simplicidad, en el

caso del plano X— Y, ver Fig. (1 -2)

Y si ,B es el angulo que forman los
dos vectores entre si.

A ) B tienen por componentes:
A =Acosp, B, =Bcosp,
A =Asng, B, =Bsing,

Dado, por otra parte que el angulo
ﬂ formado entre los dos vectores

equivale a: ,3 = ,82 —ﬁl

O

Fig. (1-2)

Y como:

cosf = cos(fB, — ) = (Cos B, cos B, +sin B, Sin f3,)

Podemos poner:
ABcosf = AB(cosp, cospf, +sinf,sin 3,)
Que es equivalente a:

AcosfBcosp, + Asin fBsin 5, = AB, + A B,
Por lo tanto se ha demostrado que | A- B = AB.cosf = AB, +AB,

para el caso del plano X— Y puede demostrarse en general que:

A-B=AB.cosp=AB,+AB, +AB,

(1-4)

Luego, el producto escalar de dos vectores es un escalar que resulta de multiplicar sus

madulos por el coseno del &ngulo entre los dos vectores.

Una vez conocidas estas propiedades se puede comprobar que los
escalares de los versores cumplen con:

productos
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0
j.j:'zz k=0 (1-5)
k-k=k?=1 j-k=0

Estas propiedades permiten escribir el producto escalar entre dos vectores de una
nueva forma, que nos sera util para definir luego un nuevo producto.

A-B=(Al+AJ+AK (Bi+B,j+Bk)
A-B=AB,?+AB,j?+ABK +AB, | +AB, -k+AB,j -k
La cual cumple con (1-4).

El producto escalar entre dos vectores goza de diversas e importantes propiedades:

a) El producto escalar es conmutativo A-B=B- por la simple inspeccién de la férmula
(1-2).

b) Si el producto escalar entre dos vectores no nulos, es nulo, ésta es una condicion
necesaria y suficiente para que los dos vectores sean normales entre si.

¢) El producto escalar también tiene la propiedad distributiva
A-(B+C)=A-B+A.C
d) El producto escalar tiene la propiedad asociativa: A- (B . C) = (A- B) -C

En los ejercicios siguientes se veran otras de sus caracteristicas.

Ejercicio 2.-
Dado el vector B(7; - 3; 2) qué valor debe tener otro vector A para que su

vector suma esté definido en el plano X — Y con un médulo y un angulo @ formado con el eje
X dado.

Esdecr R= A+ B > tal que R=15y 6 = 30°.
Solucion.
Debera cumplirse que:

AAGAA)+B(T-32) =R(A+TA -3 A +2)
La primera condicion especifica que ﬁ esté en el plano X— Y por lo tanto:

A+2=0. A =-2

La segunda condicién especifica que:

JA+T)? +(A -3)? =15

Y ademas:
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cosd =T _ 0 gs6
15

De lo cual deducimos: A( =6 ; Ay = \/152 —132 + 3210, 48

Finalmente:

R=R(13,7,48) =13 +7,48]

Ejercicio 3.-
Demostrar que de la regla del paralelogramo o de la suma de dos vectores se
puede inferir el teorema del coseno.

Fig. (1-3) Fig. (1-4)
El vector suma de A ; B es:
C=C,i+C,J+Ck=(A+B)i +(A +B,)]+(A +B,)k
Y su modulo cuadratico, desarrollando los cuadrados de las sumas:
Gf=c?=C2+C2+C2=A*+B*+2(AB, + AB, + AB
- - x+ y+ z + +(A( x+A§/ y+Az z)
Y esto equivale a poner:

(A+B)?=C?= A? + B? + 2ABcosy

Que es precisamente el teorema del coseno.

La Fig. 1-4 ilustra con un rombo, cémo la diferencia entre dos vectores da otra forma del
teorema del coseno.

(A—B)? = A> + B>~ 2ABcosy

Producto Vectorial

Este es el otro importante producto entre dos vectores.
Se define como:

Ax é\ = AB.sinp @-7)

La definicién anterior no es completa ya que solo informa como serd el médulo del
producto vectorial. A ello debe agregarse que tendra una magnitud vectorial con la direccién de

e
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la normal al plano formado por los dos vectores A Yy B (Fig. 1-5), indicada con el versor

ne, y con un sentido tal que girando el vector A hacia el vector B se avance en el sentido
del tirabuzén. Ax B= AB.sin £.n°

Esta claro que si el producto vectorial fuese
Bx A= AB.sin5.(-A°)=—AB.sngA° @y

al girar el tirabuzon en el sentido de B hacia A la direccion es la misma pero el sentido se
invierte.

El producto vectorial de dos ]lz
vectores se indicara por lo tanto como:

AxB= AB.SinBA° (19

Y
—_— -

Si los vectores A Yy B estan definidos
en el plano X—Y, el producto anterior
toma la forma:

AxB= AB.sin Sk

»
S J

A
Fig. 1-5

Continuando con el caso en que los vectores A Yy B, definidos en el plano X — Y,
AxB

componentes, tal como se hizo con el producto escalar.

la formula = AB.sin,B puede escribirse de otra forma, como productos de sus

Recurriendo a la Fig. (1-2) el &ngulo ,3 = ﬂz — 181 y por lo tanto
sng=sn(p,—p)=cospg Snp,—-sinp,cosp, (-9

Reemplazando:
AB.sin g = Acospg,.Bsin g, — Asin ,.Bcos S,

Lo cual equivale a:
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C=AxB=ABsnpgk=(AB,~AB)k (1-10)

Repitiendo lo mismo en los tres planos se obtiene:

—

C=AxB=AB.sinA.A°=
=(AB,-AB)) +(AB,~AB,)]+(AB, - AB)k

(1-11)

Con los conocimientos de las propiedades de los productos vectoriales, se puede
inferir que los productos vectoriales de los versores cumplen con:

i xi =0 ij=ﬁ
ij:O jxﬁ=r
kxk=0 Qxfzi

Con las cuales podemos expresar nuevamente el producto vectorial entre dos vectores,
de forma general (siempre usando las coordenadas cartesianas).

A-B=(AJ+AJ+AKx(BJi+B,]+BK) (1-12)
AxB=ABJix{ +AB, x| +AB, xk+

+AB,jxi +AB,[x]+AB,]xk+
+ABkxi+ABKx | +ABkxk

Reemplazando con la tabla
de los versores, se tiene:

AxB=(AB,-AB,) +
+(AB,-AB) ]+ (1-13)
+(AB, - A Bk

El producto anterior tiene una representaciéon muy usual en coordenadas cartesianas como
desarrollo de un determinante:

~

;
AxB=|A A
B, B,

> =

(1-13)

o

Expresion facil de recordar.

Ejercicio 4.-
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Hallar el producto vectorial de los vectores A(4;6;1) y B(5,-3;7) vy el
angulo que forma el vector R del resultado con el vector A.

Solucién:

i
R=AxB=|4 6
5 -3

Para hallar el angulo, se usa la férmula:

~

451 — 23] — 42K

~N P2 X
I

\F‘{M{: R.Asinﬂ.'.sinﬂzm

RA
] K
RxA=|45 -23 -42/=229 —213]-362k
4 6 1

\ﬁexqzx/2292+2132+3622 — 478 R=+452+232 1+ 422 = 65,7
A=+4"+6"+1°=7,28

RxA 478
478

Confirmando los resultados de que el producto vectorial de dos vectores da por resultado otro
vector normal al plano formado por dichos vectores.

Por lo tanto sin,B = 1—-.. ﬂ =9(0°

Propiedades del producto vectorial

a) El producto vectorial no es conmutatvo ~ AX B=—BxXx A por las razones dadas
en férmula (1-7)’, precisamente es anticonmutativo.

b) Si el producto vectorial entre dos vectores no nulos, es nulo, ésta es una condicion
necesaria y suficiente para que los dos vectores sean paralelos entre si.
¢) El producto vectorial también tiene la propiedad distributiva

Ax(B+C)=AxB+AxC (1-14)
d) El producto vectorial no tiene la propiedad asociativa ya que en general:
Ax(BxC)# (AxB)xC (1-15)

como puede verse con el desarrollo del triple producto vectorial. (Ver Tabla de
Resumen de Foérmulas al final del capitulo).

e) El vector obtenido del producto vectorial M = Ax Bse denomina mas exactamente
seudo vector o vector axial, por depender de la orientacion del triedro, es decir, si utilizamos la

10
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terna derecha X— Y — Z el resultado M tiene una direccion y el sentido dado por la regla
del tirabuzon; mientras que si empleamos la terna izquierda o invertida Y—X—Z, el

resultado M tiene la misma direccion pero sentido contrario a la anterior. Entre los casos mas
conocidos de vectores axiles (0 axiales) se encuentra el momento de una fuerza, la velocidad
angular de un cuerpo sélido y el campo de induccién magnética.

Una interesante propiedad del
modulo del producto vectorial es su
representacién geométrica.
El médulo del producto vectorial

‘Ax Bl= AB.sng

es precisamente el area del rombo

formado por los vectores A 'y B

En efecto, como la altura es el producto h= Ag n,B, el producto h.B esla superficie del
paralelepipedo.

Otra propiedad geométrica la tiene el
producto mixto formado por los vectores:

A-(BxC) = ABCsingcosé

Dado que el producto BxC da el vector Lt
normal al plano BCNO, su producto escalar

por el vector A da el volumen del h=A cos @

— — —

paralelepipedo formado por ABC.

Puede demostrarse que el producto mixto de tres vectores es el valor del determinante:

A A A
A-(BxC)=ABCsngcost/ =B, B, B, (1-16)
C, C, G,
Se trata de un escalar con las propiedades:

—

A-(BxC)=(AxB)-C=(CxA)-B=—A.-(CxB)

Ejercicio 5.-
Comprobar el siguiente resultado entre los productos escalares y vectoriales.

(A-B)? + (Ax B)? = A’B? (1-17)

11




UNIVERSIDAD

e
DE MORON Cabildo 134, Mordn, tel. 5627-2000. www.unimoron.edu.ar
it = e -

ra -ﬂ-n-nhnﬂnunnha-ninnusia-n-n i 3 P L FS 8 tﬁH#uuu’.u,
Ejercicio 6.-

Probar que otro producto entre tres vectores, el denominado triple producto
vectorial, puede hallarse por la diferencia entre dos productos escalares multiplicados

respectivamente por B y por C.

Ax (BxC)=B(A-C)-C(A-B) (1-18)
Ejercicio 7.- L
Dados los vectores ALB; Cﬂhallzir los siguientes productos:
A=3 -2k Ax (BxC)
B=4j+5k (AxB)xC
C=21+2k  Ax(AxC)
Resultados.

Ax(BxC) =201 +8] +30k
(Ax B)xC=-30i +8] +30k
Ax (AxC) = —20i — 30k

Regla de productos entre vectores y seudo-vectores.

Se ilustran en las dos tablas las reglas que obedecen.

E :escalar V :vector
SE : seudoescalar | SV : seudovector

Las abreviaturas son:

Prod. Escalar V SV Prod. Vectorial \/ SV
Vector =V E SE Vector =V SV \Y/
SeudoVec.=SV | SE E SeudoVect.=SV \ SV

Por definicién, se llama seudo escalar al producto escalar entre un seudo vector y un vector. Se
caracteriza por cambiar de signo ante una transformacion impropia.

Producto Tensorial

Hasta ahora los productos entre las componentes de los dos vectores siempre tuvieron
algunas restricciones importantes, ver las féormulas (1-6)’' y (1-12).

Existe un tercer producto entre las componentes de dos vectores que se llama tanto
cartesiano como tensorial. Dados dos vectores:

A(AGAA) ; B(B;By;B,)
se forman nueve productos entre sus componentes, de 9 maneras posibles para vectores de
tres dimensiones:

AB,;ABAB,AB AB AB,AB;ABAB, @9

12
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y los productos se agrupan en una disposicién matricial como la siguiente:

AB. AB, AB;| [ax &y a,
AB. AB, AB|=|a, a, a,| am
AB, AB, AB,) \ay a, a,

En la segunda matriz se reprodujo la primera con las componentes de cada producto
como elementos de un nuevo ente llamado TENSOR.

Ademas de las magnitudes escalares y vectoriales, en la Fisica existen magnitudes
mas complejas y que requieren una mayor cantidad de componentes: son los tensores. Tal es
el caso del tensor de inercia de un cuerpo rigido en rotaciéon; que es una medida de su
resistencia a la rotacion, es decir su inercia. Para esto deben especificarse mas de tres
componentes. En efecto, un tensor de inercia requiere 9 componentes (algunas coincidentes,
por ser un tensor simétrico) para definir su magnitud.

Otras magnitudes tensoriales utilizadas en la Fisica son: el tensor de tensiones y el
tensor de deformaciones en el interior de los cuerpos deformables, la conductividad y el campo

de induccion eléctrica D en medios anisotropos, etc.

Los tensores tienen sus propias reglas para sumarse y para multiplicarse; también
existen reglas para operar entre vectores y tensores pues, como se vera mas adelante, los
vectores son un caso particular de la familia mas amplia de los tensores.

Antes de definir la suma y producto tensorial, definamos una nueva nomenclatura,
mucho mas adecuada para el tratamiento de estos entes.
A un tensor A lo escribiremos con una raya arriba, en lugar de una flecha como al vector; la
misma nomenclatura A con la raya arriba se utiliza para las matrices por lo cual ya
identificaremos, por ahora, el tensor como una matriz cuadrada.

Ademas las componentes del tensor las designaremos con nimeros de subindices en

lugar de letras. Asi los tensores A Yy B se designaran como:

(e A as) (by by by
A= 3.21 a22 a23 ’ B= bZl b22 b23
Q3 Q3 g3 by, by by

Y también se empleara la notacion: ajk Yy bjk para designar las componentes de los

tensores, en los cuales los subindices | Y K varian de 1 @ 3 para el espacio ordinario de
tres dimensiones.

El hecho de representar o escribir un tensor como una matriz no debe inducir a
identificar ambos conceptos. Una matriz es un arreglo de nimeros o de variables por medio del
cual se especifica una determinada manera de relacionarse con otros arreglos matriciales: tales
como sumas, productos, inversas, etc. Pero fundamentalmente no existen condicionamientos
entre los nimeros o variables de tales matrices.

Con las magnitudes tensoriales, por el hecho de ser magnitudes, existen condiciones
bien definidas entre sus componentes. Una magnitud tensorial definida en el espacio euclideo

13
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de tres dimensiones tiene 9 componentes, y esas componentes deben cumplir la condicién de
transformarse, ante un cambio de coordenadas, de acuerdo con las leyes de transformacion de
coordenadas que detallaremos en el apartado siguiente: “Los vectores como bases para las
teorias de la Fisica”.

En resumen, las magnitudes tensoriales tienen componentes que pueden disponerse
como entes matriciales, cumpliendo todas las reglas de las matrices, pero ademas sus
componentes deben cumplir con otras reglas de transformacion de modo tal que no toda matriz
es un tensor si bien todo tensor puede representarse como una matriz.

Suma y resta de tensores.

Definiremos la suma de dos tensores como un nuevo tensor C tal que:

Cik =@ + by para j,k=12,3 (1-20)

que equivale a:

B a,+h; a,+b, as+bs Ci1 G G
C=|a,+by an+th, ax+tbs|=]cy Cp Cy
Ay +hy Ay, +by, Ay by G G Gy

Los vectores y tensores obedecen las siguientes leyes basicas:

a) Ley de inclusion: Si Z\ Yy B son tensores, su suma también es un tensor.
b) Ley conmutativa de la suma: A+B=B+A

C) Ley asociativa de la suma: (K+ g) +C=A+ (E + (_:)

d) Existe un tnico tensor nulo o cero tal que para todo tensor /K\ —> /K\-I- 6 =A
e) Para todo tensor A existe un Gnico tensor -A tal que A+ (— /K\) =0

Multiplicar un vector o un tensor por una constante (] equivale a multiplicar todas sus

componentes por esa constante; sucede lo mismo que al multiplicar una matriz por una
constante.

Multiplicar dos tensores entre si da origen a una variedad de resultados que caen fuera
de los alcances de esta introduccion.

Simples e Importantes Tensores

En el 4lgebra existe un simbolo para indicar ciertas relaciones entre los subindices; es
conocida como delta de Kronecker y definida como:

lcuando j =k
5”( = ) (1-212)
Ocuando j =k

Este simbolo es realmente un tensor de caracteristicas muy especiales, definido por:
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=1 (1-21)

El tensor delta de Kronecker coincide con el tensor unidad o identidad y sus
componentes tienen el mismo valor en cualquier sistema de coordenadas, ya sean cartesianas
ortogonales como en este caso, o sean cilindricas, esféricas u otras cualesquiera. En el rango
de los tensores con 9 componentes (tensores de 2° rango por tener 2 subindices), es el tnico
tensor con esa caracteristica.

Este tensor (llamado también tensor isotrépico) desempefia el mismo rol en la teoria
tensorial que el lenel algebra.

Algunos de sus usos son:
a) Para indicar el moédulo de un vector
A=A A=(a +8,) +8k)- (a +8,] +agk)

2 _ a2 2 2
Puede ponerse: A” = §jkaj a, =3ad; +a,, +da3

b) Paraindicar un producto escalar: A é = 5jkaj bk = aibl + azbz + a3b3

¢) Para indicar un producto vectorial: definiremos antes un nuevo delta con tres
subindices:

5hjk = ‘9hjk denominado simbolo de permutaciéon o
simbolo de Levi-Civita.

Su definicion es: ghjk = +1 Silos indices hj K tienen una permutacion par

respecto alos 1, 2, 3. (Ej. es par la jkh)
Ehik = O silos indices hj K tienen un indice repetido dos
o mas veces. (Ej. hjj ; kkk; etc.)

Enk = —1 silos indices hjk tienen una permutacion

impar respecto a los 1, 2, 3. (Ej. impar la hH )

Entonces un producto vectorial se representa como:

y por la regla de los indices repetidos, se suma solamente respecto a ellos, en este caso

j ) K. El simbolo h designa las tres componentes del seudo vector C.

o C,(£123305 + £13,890,) = C, (8,b; — &b,
. C = AxB=gyaib 1 Co(emagh + £x3840;) = C,(a5h — aby)
Cs(&384D, + e3030) = C3(ab, —a,hy)

15
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Que son precisamente las componentes Cl; C2 ; C3 del resultado.

El universo de los tensores no se limita a los peculiares resultados anteriores, su
contenido es muy vasto y variado. Podemos decir que toda la Mecénica Clasica puede ser
considerada como una Mecénica Vectorial, o mismo puede decirse del Electromagnetismo
Clasico. A su vez ambas teorias pueden ser tratadas desde el aspecto tensorial y agregarse la
Relatividad General cuyo tratamiento es exclusivamente tensorial.

Ejercicio 8.-
Considerando los dos productos basicos entre tres vectores: el producto mixto

A-BxC y el triple producto vectorial Ax (B X C). Obtener sus expresiones (1-16) y (1-
18) con el uso del simbolo de Levi-Civita.

Productos entre vectores y tensores

En Dindmica clasica se define el momento angular de la rotacion de un cuerpo solido,
como L = | @ donde 1 es el momento de inercia del cuerpo sélido alrededor de un eje fijo.
ly 1 1) (e
Con mas generalidad se define como L=Jo=|I 21 | 22 | 23 || Wr

ls I lgs)\ @5
Enlacual J es el tensor de inercia de un cuerpo sélido que gira alrededor de un punto fijo y

@ es el vector velocidad angular de dicho cuerpo. La ecuacion es valida referida a un sistema
de ejes ortogonales moviles que giran solidarios con el cuerpo.

El producto J@ se llama producto entre tensor y vector (o entre matrices del tipo
3x 3 con 3x1 dando origen a otra matriz 3X 1, tal como es la regla de multiplicacion

entre matrices). Su desarrollo es el nuevo vector, o nueva matriz 3x1:

iy 1l 1) (@ |10 + 11,0, + 11300
Jo=|1y ly ly|| oy |=|lxyo+50,+]1 50,
lag 13 13z )\ @5 |30y + 1 5,00, + 1 3300

Con lo cual el momento angular tiene las tres componentes:

Ly = o + 10, + 13005

Ly = 510 + 50, + 13300

De esto se deduce que la representacion matricial de un vector es una matriz columna.
Pero es también posible representar un vector como una matriz fila, pues en ciertos casos es
necesaria esa representacion para efectuar ciertos productos. En tales casos, al vector

— ) T
columna lo representamos como @ y al vector fila como @ o0 vector transpuesto del
anterior.
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Para la energia cinética de un cuerpo en rotacion alrededor de un punto fijo, la misma
tiene como férmula:

En la energia cinética son necesarias ambas representaciones del vector, pues en el
segundo producto las dos matrices son de rangos 3x3 Yy 3x1 obteniéndose otra matriz de

- . =T .
rango 3x 1, por lo tanto al multiplicar la primera matriz (@ por la segunda, la primera debe
tener un rango 1x 3 CON 3x1 —> obteniéndose una nueva matriz de rango 1x1 lo cual
representa un escalar. Precisamente, la energia cinética es un escalar.

Con las dos formas matriciales de un vector, se pueden obtener todos los productos
necesarios entre tensores y vectores.

Ejercicio 9.-
Representar mediante productos de matrices el médulo de un vector y el
producto escalar de dos vectores.

Solucién.

1) Dado el vector A(al; dy, ag) su moédulo es

C
AN=AA=(a, a, a&)|a|=a +a5+a;
g
2) Con los vectores A(ai;az;as) Yy B(bl,bz,b3) su producto

escalar es:

A-B=A'B=(a, & a)|b, |=ab+ab,+ah,
by

Los vectores como bases para las Teorias de la Fisica

Es muy conocido el Principio de la Fisica por el cual todas sus leyes son
independientes del sistema de coordenadas en que estan definidas.

A pesar de que es necesario tener un particular sistema de coordenadas de referencia
para formular matematicamente una ley, por ejemplo la segunda ley de Newton, el significado
de la misma debe ser el mismo, sea el que fuera el sistema elegido. Si el sistema elegido es el
cartesiano ortogonal tendrd una forma, si el sistema de referencia es el esférico tendra otra,
pero ambas expresiones formales deben expresar un idéntico contenido.

La forma descripta para expresar las leyes fisicas se denomina covariante y en tal
sentido debemos saber cémo se transforman las magnitudes escalares, vectoriales y
tensoriales ante un cambio efectuado en el sistema de coordenadas.

Va de suyo que la necesidad de conocer cdmo se transforman las magnitudes implica
saber reconocer cuando una magnitud es vectorial 0 no. Geométricamente es sencillo
reconocer o distinguir un vector de un escalar; sin embargo cuando se trata con expresiones
puramente algebraicas o analiticas de vectores pueden surgir dudas sobre sus verdaderas
caracteristicas.

17
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Por ejemplo, se ha definido la multiplicacion de un vector por una constante CIA
equivale multiplicar por esa constante a cada una de sus componentes, siendo el resultado otro

vector. JA = ;ga,, Ja, ), de médulo A. Pero en el caso de sumar a un vector una
q 2, U

constante (], por ejemplo: A+ (. definiendo el resultado como un ente de médulo A+ gy

de componentes (ai+q;a2+q;a3+q) el resultado no es un vector ya que

A+ g+ \/(a1 + C])Z + (8.2 + C{)2 + (8.3 + q)2 . Esta y otras razones obligan a tener un

proceso que permita definir un vector con mayor precision.
Las transformaciones posibles en los sistemas de coordenadas de referencia se
pueden resumir en:

1.-) Transformaciones lineales entre sistemas cartesianos ortogonales.

2.-)Transformaciones lineales entre sistemas curvilineos ortogonales (cilindricos, esféricos,
generalizados o lagrangianos, etc.).

3.-) Las transformaciones lineales de Lorentz, entre sistemas ortogonales tetra dimensionales
que involucran el espacio-tiempo de la Teoria Relativista.

En el presente resumen nos concentramos solamente en el primer tipo de
transformaciones lineales ortogonales. Las mismas constan de translaciones o rotaciones
en el plano o en el espacio de tres o de n dimensiones. Dentro de esta categoria existe una
transformacion lineal llamada impropia que consiste en una inversiéon de uno de sus ejes, tal
como se ve en la figura adjunta. Mas adelante se veran algunos ejemplos.

Transformacion impropia; transformacién comun o propia.

Para simplificar, consideremos una rotacion ortogonal de ejes en el plano, de un angulo

g, y un vector A gue en el nuevo sistema tendra nuevas componentes.

—

Las componentes de A en Ikz

sistema sin rotar son A(al, az) .

= Xa
Las componentes de A en el
sistema rotado seran:

a = a cosh +a,siné

a, =—8 Snd+a, cosd

Por las simples reglas
trigonomeétricas.

rxl
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Comprobemos que si el médulo de A en el sistema F es al + 8.2 , en el nuevo

sistema rotado F’ sera el mismo valor:
ar(cos’ 6 +sin*d) +a;(cos’0+sn’O)+ liaf+a2
. . e o T 2
+(2aa, cosfdsingd — 2a,a, cosdsinb)

Es decir, efectivamente se cumple la igualdad de los mdédulos. La rotaciéon de ejes
efectuada se denomina, en general, transformacion ortogonal.

Las nuevas componentes de un vector (o de un tensor) luego de una transformacion
ortogonal se pueden obtener con diferentes recursos matematicos: un forma pueden ser las
ecuaciones algebraicas; otras, mediante el uso de matrices o una alternativa con el solo
empleo de los subindices.

Si llamemos X(Xl; X2) a un vector genérico en el plano, luego de la transformacién se
tendra:

X =% C0SH+ X,Siné
1.-) Con ecuaciones algebraicas , ) (1-22)

X, ==X SiN@ + X, cosd

Para una transformacion espacial, llamando con ajk los cosenos directores entre los
ejes Xj Y X:
X = 81X + 81X, + 3%
X, = By X + Xy + BpaXa (1-23)

X3 = Qg1 X + A5 X, + 8g3Xg

cosd Snf )\ ([ x
2.-) En forma matricial L= . .
X, —-sin@ coséd ) \ X,
Y para la transformacion espacial:
% A1 Qp 3| (X
X3 83 83 33\ %

siendo su transformacion inversa:

X 8, 8y a8y || %
X3 Q3 Sy3 g3/ | X

La transformacién es ortogonal cuando la matriz de los coeficientes cumple con la
condicion:

A=A
19
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es decir, la transpuesta de la matriz es igual a su inversa; ademas el determinante de la misma
matriz es igual a la unidad.

1 Qp 43
8y 8y ayl=1
A G g3

Como los coeficientes son los cosenos directores del vector, en todos los casos ese
determinante sera unitario.

3.-) Con los subindices: Xj = aijk Para j,k =123 (1-25)
Donde la suma se realiza sobre el indice repetido, obteniéndose (1-22).

Con estas definiciones podemos ahora decir que si se tiene tres componentes de un ente

cualquiera A, B,...ellas son verdaderamente componentes de un vector si las mismas se

transforman como las coordenadas A‘j = ajkA( Para j , K= 123.

Esta se denomina “definicién analitica de un vector” y con ligeras modificaciones se
aplica a la definicién analitica de un tensor.

Ejercicio 10.- Demostrar:
1) La suma de dos vectores es otro vector.
2) El producto de un vector por una constante es otro vector.
3) Lasuma de una constante con un vector no es otro vector.

Solucién.
1: La suma de dos vectores es otro vector,

b, =u, +V, b', =u' +V',

oseaz B=U +V by:uy+vy entonces B'=U '+V by:uy+vy

b,=u,+V, b',=u',+V',

b, = (ay,Uy + Uy +a33u,) + (3 Vy + g,V + ay3V,)
b;/ = (AyUy + axUy +ayU,) + (By1Vy + 3V, + 853V,)  (1-26)
b, = (ag;Uy + 85Uy +8g3U, ) + (3 Vy + g,V + 8g3V,)

Como cada coordenada se transforma de acuerdo con (1-25) concluimos que la suma de
vectores es otro vector.

2: El producto de un vector por una constante es otro vector.

b, = au, b', =au’,
B=aU by =auy Porlocual B'=aU’ b'y =au’, (1-27)
b, =au, b',=au’,

20




UNIVERSIDAD DE MORéN Cabildo 134, Mordn, tel. 5627-2000. www.unimoron.edu.ar

2

Dado que la constante no se transforma, la demostracion es clara en si misma.
Este caso es asimilable al de la suma de dos vectores iguales:

B=U+U=20 5>aU B=U+U'=2"'>dJ'

Con lo cual queda claro que la constante no se transforma.

3: Si un nuevo ente esta definido como la suma de un vector y una constante, ese
nuevo ente no sera un vector, tenemos:

b, =u +a b',=u'+«a

B=U +a by=Uy+0! Por lo cual B'=U'+« b'y:u'y+a

b,=u,+a b',=u",+«

bx = (allux + Uy + alsuz) ta
Desarrollado: b‘y = (8.21UX + azzuy + 8.23UZ) +a (1-28)
b, = (85U, + agUy + ag3U,) +a

No puede ser un vector ya que no se transforma como la suma de dos vectores y ademas
. , 1 . . P
vimos que el médulo de B' no coincide con el médulo de sus componentes.

Ejercicio 11.-
En el plano X— Y se efectua la transformacion ortogonal del vector A dada
_ (0,9397 0,342
por la siguiente matriz T= Verificar que cumple con las dos
-0,342 0,9397

condiciones: transpuesta igual a inversa y determinante igual a 1.

Solucién.

o AX X X

Fig. 1-6
La transformacion se refiere a las coordenadas del vector A. El médulo del vector

A es 100 y sus componentes en la terna X— Y son A(64, 28; 76, 6) . Para hallar sus
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componentes en la terna rotada X —Y debido a la transformacion T se aplican las

férmulas:
Ac) (09397 0,342 (A,
A | (-0,342 0,9397)| A

Por lo tanto las nuevas componentes del vector A referidas a la nueva terna, son:

A, =0,9397A, +0,342A, A =86,6

. Reemplazando

A, =-0,342A +0,9397A, A, =50,0

Calcular el médulo \/A(Z + A&,Z = \/86, 62 + 502 =100

Su valor coincide con el médulo del vector A de componentes A< Ay

Hallar el &ngulo & — ﬂ formado por el vector A conel eje X'

tanazﬁzﬂ:LlQ oo =50°
A, 64,28

P T - B=30
tan(« 'B)_A('_86,6_0’577”a S =30

confirmando que el angulo de rotacion & fue de 20° tal como se desprende de la

matriz de rotacion T (explicar por qué).

= = 0,9397 -0,342
Finalmente, la transpuesta de T es T =
0,342 0,9397

Y suinversaes: | =

-, (0,9397 -0,342
0,342 0,9397

] Con un determinante AT =1

Confirmando ser una transformacién ortogonal.

Ejercicio 12.- Transformaciones Impropias
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Fig. 1-7

Se denomina transformaciones impropias a las transformaciones lineales y ortogonales
cuya matriz de transformacion tiene un determinante igual a -1.
En la Fig. 1-7 se observan varios casos de transformaciones impropias o indirectas.
En todos los casos se observa que la posicion final, luego de la transformacion, no es

alcanzable mediante rotaciones simples de las coordenadas iniciales, se requiere una rotacion
y una inversion.

En el caso 1 dela Fig. 1-7, la matriz que realiza la transformacién impropia es

= 0,766 0,643
0,643 -0,766

o . T -1 .
en la cual se puede verificar que es una matriz ortogonal (T =T ) y de determinante -1.

Obsérvese que la terna original, el plano X— Y, para rotar de X —> Y se hace en

sentido contrario a las agujas del reloj. Luego de la rotacion, para rotar de X'— y' debe

hacerse en el sentido de las agujas del reloj. Por tal motivo la transformacion impropia también
se denomina inversa.

Para el mismo caso 1 de la Fig. 1-7, compruébese que la transformacion

_ (085 0,707

1710566 -0,707

realiza también la misma transformacion anterior y que su determinante AT =-1
1

Verificar si es una transformacion ortogonal y comentar el resultado.

Enelcaso 2 dela Fig. 1-7, la matriz que realiza la transformacién impropia es
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T
O 1

. o . T T T -1 .
en la cual es posible verificar que es una matriz ortogonal (T =T ) y de determinante

-1.

En el caso 3 de la Fig. 1-7, la matriz que realiza la transformacion impropia es para el
espacio tridimensional siendo su expresion:

001
T=/0 1 0
1 00

. . . L, T _ -1
Sin tener en cuenta la traslacion, verificar que la transformacion es ortogonal (T =T )y

de determinante —1..

Otras relaciones vectoriales

Comprobar los siguientes resultados

1) (AxB)x(CxD)=(AxB-D)C-(AxB-C)D
2)(AxB)-(CxD)=(A-C)(B-D)—-(A-D)(B-C)
3) Ax(BxC)+Bx(CxA)+Cx(AxB)=0

4) Comprobar las caracteristicas de ortogonalidad, hallando sus transpuestas e inversas, de las
transformaciones siguientes. Hallar también el valor de sus determinantes.

11 3 3 1
J2o 2 4 4 2
1 -2 -2 I \/,
T:l 2 -1 2 ,T:i _i o;T: 3 _1 _ 3
2 2 1 V2. 2 ‘N2 2
0 O J3
2

Sistemas de Coordenadas

Los sistemas de coordenadas se han creado para ubicar dos 0 mas puntos en un
espacio plano o, con algunas restricciones, en un espacio tridimensional. Su funcionalidad
permite también representar funciones, como la ecuacion de la recta en el plano, las
ecuaciones de la circunferencia, la parabola, la elipse, etc., la imagen en el plano de figuras
tridimensionales, también es posible con adecuados convenios de representacion como las
superficies de nivel y otros.

Cuando se ha definido cdmo deben medirse las longitudes en el espacio tridimensional,
se dice que se ha definido su métrica.
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Segun sea el sistema de coordenadas elegido, sera diferente la forma de medir las
longitudes o su métrica. Los sistemas de coordenadas mas importantes son los ortogonales, en
los cuales todos los ejes son normales entre si.

Los sistemas ortogonales mas utilizados son:

1.-) Sistemas cartesianos ortogonales para el plano y para el espacio.

2.-) Sistemas ortogonales polares para el plano y cilindricos para el espacio.

3.-) Sistemas ortogonales esféricos para el espacio.

4.-) Sistemas ortogonales curvilineos generales, para el plano y para el

espacio.

1.-) Sistemas Ortogonales
Cartesianos. 12

Pi (’4;5{!; -Zd

Tal como se ve en diagrama, la I
métrica definida para medir la distancia |
entre dos puntos en el espacio es |

Bp~d af - e
d*= (%, _)(1)2 +(Y, — y1)2 +

! |
J |
’ ko |
+(2,- 2) (1-29) L2 A
L7110 | /i J# j
En un plano, la distancia cuadratica se s
un p , i i u2 i x—“———]r*—/*/——l/
define por: d“ = (X2 _Xl) + o
———————— v

(Y2—Y)°

Los versores (vectores de modulo unitario) se designan generalmente con las letras

~ ~

el; ez; % pero en coordenadas cartesianas se ha impuesto el uso de las letras
]k
Que entre si cumplen las condiciones:

~ ~ ~

J=fk=k-f=0 y Txj=k;jxk=i; kxi=]
=]-J=k-k=1y ixi=0;]x]=0; kxk=0

Teniendo presente la (1-29) se define en coordenadas cartesianas ortogonales el
intervalo elemental o desplazamiento elemental (o métrica), al diferencial:

dr = dxi +dy | +dzk

cuya expresion cuadratica es:
dr? =dr -dr = ds? = dx® + dy? + dz° (1-30)

que por ser una distancia entre dos puntos constituye un invariante, independiente del sistema
de coordenadas. Es decir, la expresion, en términos de componentes vectoriales, dependera

. 2 2 .
del sistema en que se exprese, pero el valor ds® = dr esinvariante.
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2.-) Sistema polar vy cilindrico

La distancia entre dos puntos o el

vector posicion I =OP, se define en
estas coordenadas como:

F=OP=pp+2k @3y

Los versores unitarios en las tres
direcciones los definiremos como:

e,=p,;6=0;8¢=Kk
Para convertir esa distancia a las

coordenadas cartesianas se proyecta
sobre los tres ejes:

I = pcosdi + psind] + K

La distancia elemental entre dos puntos PlP , infinitamente proximos, se calcula
efectuando tres desplazamientos en las direcciones de los tres versores.

Para el calculo del arco elemental ASZ recurrimos al o

grafico adjunto para definir su valor.

Para desplazarse sobre el arco de radio O se debe

incrementar el angulo 6@ enun AO gue en radianes N

A
mide A@ = —SZ de donde se
P

obtiene el valor del elemento de arco: ASZ = p.A9 :

Asi, cada desplazamiento viene dado por:

€,): ds =dp; é,):ds, = pdé; 6 ):ds; =dz

dr=dpé, + pddg&, + dzg,

y el desplazamiento elemental (o métrica), al diferencial

ds? =dr? =dp? + p?d6? + dz? (1-32)

Los versores son: ép = cost+sinHI ; ée :—sin0f+cos¢9f ; ék =k

Las relaciones entre ambos sistemas de coordenadas (directas e inversas) son:
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X=pcoshd ; y=psSing; z=z

1-33
p=I2+y?  o=tantY: z=7 =9

X

Para el caso plano, las coordenadas se denominan polares y las relaciones son un
caso particular de las cilindricas:

F = pcoséi + psind] dr =dpé, + pdo§,

ds? =dr? =dp? + p*de?

Y las relaciones entre ambos sistemas de coordenadas (directas e inversas) son:

X= pCosé p =X +Vy?

y=psing 0=tantY

X

3.-) Sistema esférico

£

La distancia entre el origen y el

punto P se define en estas
coordenadas por su vector posicion:

. == A
r=0P=rr (1-34) W /
é‘h .
Los versores unitarios en las tres N ~T =
direcciones los definiremos como: U ’,-"' |
&=r,;=0,;¢€,=9¢ I g
e
Las curvas U,U,,U; son las \
intersecciones de la superficie \
esférica con los tres planos
coordenados X—VY,Y—2,Z2—X \\

Para convertir las componentes de I =0P a sus componentes en  coordenadas
cartesianas, se proyecta el vector posicion sobre los tres ejes cartesianos:

F:rsin0003¢f+rsinesingof+rcoselz (1-35)

La distancia elemental entre dos puntos FiPZ se define para el caso en que se producen los
tres desplazamientos en las direcciones de los tres versores.
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El desplazamiento segun ég se calcula de

la misma forma que en el caso de las
coordenadas cilindricas.

Pero el célculo del desplazamiento A%

segun e(p debe hacerse teniendo en

cuenta  que estamos sobre una
circunferencia de radio menor al maximo
quees I.

El radio menor vale I.SIN@ y en consecuencia el angulo que debe incrementarse seré:

As,

A @ = ——— de donde se deduce el valor del arco elemental AS&
r.sing

Asi, cada desplazamiento viene dado por:
€): ds =dr; €,):ds, =rdé; €,):ds; =rsindde
dr =dré +rd6’é6,+rsin6’d(pé¢, (1-36)

y el desplazamiento elemental (o métrica), al diferencial

ds? :dr2+r2d02+rzsin29dg02 (1-36)

Y los versores: ér =SiHHCOS§DiA+SiHHSin(0]\+C089k
e, =—Singi +cosyj-

& =€, %€ =cosfcosgi +cosfdsing | —sinok

Las relaciones entre ambos sistemas de coordenadas cartesianas y esféricas (directas e
inversas) son:

X=rsingcose =X +y’+2°
2 2
o \ XS+
y=rsindsing 6’=tan"1—y (1-37)

Z=rcost @ =tan

Como resumen se elaboran los siguientes cuadros comparativos.

| Desplazamientos elementales |
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Coordenadas Cartesianas dr = dXiA n dyj‘ n dzk"

Coordenadas Polares dar = d§é5 + 5d(9é9

Coordenadas Cilindricas dar = d5é§ + §d9é9 + dZék
Coordenadas Esféricas drf =dr ér +rdé é@ 4r Siﬂ@d(ﬁ é¢

Elemento de longitud cuadratico

Coordenadas Cartesianas
ds? = dx? + dy? + dz*

Coordenadas Polares

ds? =dr? =dés? + 6%dH?

Coordenadas Cilindricas

ds? =dr? =ds? + 6%d6? + dz

Coordenadas Esféricas ]
ds? = dr? +r2d@? +r?sin® 6 dg?

Es de observar que mientras en coordenadas cartesianas, delante de los diferenciales
hay siempre un 1, en los demas casos aparecen, segun la componente, otros factores como
p; I, rsné

que modifican la escala en que se miden sus respectivas componentes. Por ello tales factores
se denominan factores de escala. Veremos enseguida como generalizarlos.

4.-) Sistemas curvilineos

ortogonales para el espacio. cvrve % V’L
\ )

Estos sistemas coordenados -

son generalizaciones de los ya -

analizados sistemas cilindricos y f,uF. 52

esféricos. 5
Cada curva (,0,,0; es Sop- 17

interseccion de dos superficies

S;conS, S conS,,etc.

Por ejemplo, en las coordenadas
esféricas, las tres curvas

0h,0,,0; son la interseccion

de la superficie esférica con los
tres planos paralelos a los
planos cartesianos.

En las coordenadas cilindricas, la superficie lateral del cilindro Sl tiene por ecuacion

‘Pl(X, Y, Z) =4 X2 + y2 = p =Cle y su interseccién con el plano OZQ, o sea la
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a1y

superficie SZ de ecuacion ‘PZ(X, Y, Z) =fan ~= = cte, define la curva (recta, en este
X

caso) QP y al versor €, paralelo (o tangente) a la misma.

De igual forma, en el mismo sistema cilindrico, la interseccion de la superficie cilindrica

S.L de ecuacion \Pl(X, Y, Z) =4/ X? + y2 = Cl€ con el plano paralelo al X— Y, o sea,

‘PB(X, Y, Z) = Z = Cte define la circunferencia, o curva que pasa por el punto P, enel

cual se define al versor tangente €.
Generalizando esta concepcién, se definen las coordenadas curvilineas ortogonales

como tres coordenadas Ul,Uz,U3, cada una como interseccion de dos superficies, en las

direcciones de tres versores € ,€,,€;, normales entre si.

Cada una de las tres superficies serd una cierta funcion ‘Pl(X, Y, Z) =0,
‘Pz(X, Y, Z) =0, lP3(X, Y, Z) =0 gue originan en el punto de interseccion O las tres

curvas ortogonales entre si, Ui de ecuaciones:

u=u(xYy,2)=0 X=¢,(U,U,,u3) =0

u, = UZ(X, Y, Z) = 0y que admiten sus reciprocas< Y = (2 (Ul, UZ,U3) =0

Us =Us(X,y,2)=0 Z=@p5(u,U,,u3)=0
(1-38)

Puesto que el Jacobiano de la transformacién es distinto de cero, en la region cercana al punto
O, se puede probar la existencia de las reciprocas:

v
O(Uy, Uy, Ug)

Entonces, para ambos sistemas de coordenadas, S| X,¥,Z o el U,U,,Us, un

punto P puede especificarse indistintamente en funcién de (X, Y, Z) ode (ul,uz,u3).

El desplazamiento elemental, en este sistema de coordenadas, lo escribiremos como
una generalizacién de la expresién en coordenadas esféricas o cilindricas:

dr =dr& +rd0é, +rsinddee,

Si a cada uno de los factores de escala lo denominamos hlth'he.’ Su expresion en
curvilineas ortogonales sera:

dr =hduy, € +h, du,&, + h, du,&, (1-39)
Y la distancia elemental cuadratica sera igualmente:
dr -di = dr* = hdu; + hZ duZ + hi dus (1-40)

Los factores de escala se pueden resumir en la tabla siguiente:
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Cartesianas | Cilindricas Esféricas
h |1 1 1
h, |1 P 1
h, |1 r rsind

Con estas equivalencias las expresiones de los desplazamientos elementales y las
distancias se resumen en las formulas (1-39) y (1-40).

De la ecuacion (1-39) se puede derivar el valor de las tangentes (versores
or R
——=hg

o,
or A
tangentes) a las curvas { Y = @, (Ul, u,, LI3) =0 y dado que { —— = hzez

ou,
z=@,(U,U,,U3) =0 :
or hé,
OU,
Que aplicadas a cada sistema de coordenadas nos dan:
En cilindricas, erCOSQiA+pSin0]\+ zk
or or AL s,
L. ——=——=C0s0l +snd|=¢,
oy, Op
or or . oa PN
. —=—=—pSIN0I + pCcosl | =€,
ou, 06
o _o _s g
ou; 0z
En esféricas, F=rsindcospi +rsindsingj +r cosék
or or . A . ~
. —=—=SIN@Ccospi +Sndsingj +cosdk =¢e
oy, or
8F 8F o . 2 . - ~
——=——=1C0SdCoSgi +rcosdsingj—-rsindk=re,
ou, 0
or or : .o . - A
——=——=-rsinfsingl +rsinfcosp| =rsinée,
ou; 0
or R
VerificAndose en todos los casos la importante condiciéon de 8_ = hQ que la derivada del
Ui

vector posicidn respecto al parametro que define la curva, da un vector tangente a la misma.
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