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Ing. Lino Spagnolo
Capitulo 2
Mecéanica Racional

Analisis Vectorial
Campos Escalares y Vectoriales

Se define como campo escalar a una funcion ¢(X, Y, Z) de la posicion que le hace

corresponder en forma univoca un escalar a cada punto de ese espacio.

Campos escalares son la temperatura en un instante dado para una region espacial.
También lo son la presion, la densidad, etc. para cada punto de una region en un instante
definido.

También se define al campo vectorial como la funcién A(X, Y, Z) vectorial de la

posicién, que asigna en forma univoca a cada punto del espacio una magnitud vectorial.
Son conocidos como campos vectoriales el campo gravitatorio, el campo eléctrico y el
magnético, el campo de velocidades de un fluido, etc.

—

En la figura se ve un campo eléctrico E
creado por una carga positiva.

El campo se indica por las flechas salientes
y su longitud indica la intensidad del campo en
los puntos desde donde parten.

Las circunferencias concéntricas se llaman
lineas equipotenciales. En el espacio son
superficies equipotenciales.

Derivada de un campo vectorial con respecto a un escalar

Consideremos un campo vectorial A que depende univocamente de un conjunto de
variables escalares Ul, U2 y ==+ Y que designaremos como:

A= A(u,U,,us,...)
Admitiremos ademas que tal funcion vectorial es continua, o sea:
AU +AU)-Ay) <e VU< y e>0,6 >0

Ejemplos de campos uniformes son el campo eléctrico E(X, Y, Z,t) , funcién de la
posicién y del tiempo. También lo es el vector posicién, funcién de la posicidn y ésta funcién

del tiempo:
F=r(xYy,2) = r[x(t); y(t); z(t)]
De tal forma que aceptando estas definiciones de un campo o funcién vectorial,
podemos definir su derivada como:
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A(s+ As) — A(S)

S A(s) = A((S)I +A/(s)1 +Az(s)k—>

5s—>O AS
dA dA -~ dA . ~
En definitiva: = ! I+ A ]+ k (2-1)
ds ds ds ds
dA, dA dp,
Las cumplen las condiciones ya conocidas para las derivadas escalares y

ds ' ds ' ds

son componentes de un vector.

dA dB d,_ . GdFy - dA
—A+B—— - —(F L A) = A+F_— 2-2
AT = s T ast e Sl
con (s) una funcién escalar de S.
Ademas:
E(A.é) d—A B+ A-@; —(A><B)_d—'A\><L5‘>+A><E (2-3)
ds ds ds ds ds

En la segunda ecuacion se debe mantener el orden de los productos entre A Yy B.

Gradiente y Derivada direccional de una funcién escalar.
sea W, (X,Y, Z) =Cte Ia ecuacién de la superficie ‘¥'; y tomemos un

punto Q(X, Y, Z) sobre tal superficie. Para definir el punto Q también es posible definir una

funcion vectorial que una OQ , y ese vector sera el vector posicion FQ (X, Y, Z) =0Q.

Sobre la superficie ‘Pl definamos una

direccién mediante el versor € gue apunta
hacian. El versor estara definido por los Qi
tres cosenos directores A
COSay, COS,, COSA. Y, e
La ecuacion vectorial que apunte de Q a Iy

Qlen la direccion € sera: I = FQ + Qé y

las ecuaciones paramétricas, con
( parametro son:

X=X, +0C0osay

=\

y=Yo+0C0osa, (24 0 g

Z= 7, +(C0Sa; X
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A lo largo de esta trayectoria la funcién ‘Pl(X, Y, Z) es una funcién de q solamente y

cuya derivada, o incremento de la funcién en el punto Q seréa:

oY

aw, = g O
OX

Ldy+ 0, dz (2-5)
0z

Y por definicién, se llama derivada direccional de la funcién escalar ‘Pl segun la direcciéon €,
a la derivada respecto del parametro (:

d¥, a‘P dx oY, dy oY, dz
dq X dq 8ydq 0z dq

(2-6)

Que por (2-4) da:
OX

Si combinamos ahora los tres factores de la derivada (2-7) con la funcién vectorial V‘Pl(que

d¥, _ 0¥y [ oY,
—=C0Sqy + —=C0Sar, + ——=CO0Sx5 (2-7)
oy 0z

luego definiremos como Grad ‘Pl), definida por la expresion:

VY, = p I+ j+ K (2-8)

Habida cuenta de que los cosenos directores de €

A ~
~

se definen como: cosa, =€-1 ; cosa, =€-] ; cosay; =€-k

=e- V¥, (2-9)

La derivada (2-7) se convierte en:

En el caso en que la superficie sea una superficie de nivel ¢(X, Y, Z) =cte ysea N su

como derivada normal.

.~ - d —
versor normal, puede ponerse que - V¢ = —¢ = ‘V¢

Para una funcién de superficie genérica ¢(X Y, Z) = Cte su incremento diferencial

do = op dx+—¢dy+—dz
OX oy 0z
y tomando un desplazamiento elemental genérico
dr =dxi +dy j+dzk
introducimos nuevamente la expresion de gradiente antes nombrada:
= op~ O~ 0@,
Vo= L s ]+ Pk
oX oYy 0z
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obtenemos que el diferencial total de una funcién escalar de punto tiene la expresion sintética:

dop =Gradg-df —»|dp=Ve-df (2-10)

Ejemplo 2-1.

La ecuacion de esta parabola es:

1
Pix.y) =§x2—y=4

Se pide hallar las derivadas
direccionales segin S; Y S,
Siendo estos versores iguales a:

En el punto P(Z'—Z)

. do A Q=
1.-) Derivada direccional segt —=V@-S =(—1I+
erivada direccional segin § ds Q-5 (aX

Como%ZXyenelpuntOPsetiene X=2..
ax
de 2. 2. 4 2 6
—L =X +-1)) (= =) =—F—=t+—F—==—"F7=212
( 1) (\/— \/éj) NN
2.-) Derivada direccional segun A% ?‘j_(sa = V(B : §2 = (a—il’\-i- % I) : éz
1 4 1 5

d(D ~ ~ 2 - ~
—=X+-1))-(—=1 ——F=])= ===
OlS( J)(\/g 5J)£££
Esta segunda derivada direccional es mayor que la primera.

Definicion formal de Gradiente.
Como puede comprobarse con el célculo del gradiente de la funcion en el

punto P(2-—2) su valor es el mismo que la derivada direccional segin S, y en consecuencia

se comprueba también que la derivada direccional es méaxima segun la direccion del gradiente.
O lo que es lo mismo, el gradiente de una funcion sefiala la direccion de maximo crecimiento
de dicha funcién.

Ahora bien, ¢pueden ser componentes de un vector las tres derivadas parciales de una
funcién escalar?

Recordando lo visto en el capitulo 1, para ser componentes de un vector, las
componentes cualesquiera deben cumplir con que su formula de transformacion sea:
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X &1 dp 43
Y=l & ayg||Y (2-11)
Z' A3 3 3agx3)\Z

y que su transformacion inversa cumpla con:

X Qq Qy Gy
YI=|8, 8 ap||Y (2-11)
z Q3 Ay 85)\Z

Op . 0p  O0p
ox oy oz

Si esto lo aplicamos a las componentes y las derivamos de acuerdo con

las reglas:

8(0_8(0dx+8(pdy+5(pdz_8(p oQ oQ

ox' oxdx' oy dx' oz dx' X At 8yai2Jr oz

A3

La cumple perfectamente con la ley de transformacion (2-11). De la misma forma ocurre con las
demas componentes:

8¢:8¢ dX+8go dy+8g0 dzzagoa +8¢a +8g0a
oy' oxdy' oydy' ozdy' ox & oy 2 oz ©
y

ago:ago dx+8g0 dy+6g0 dzzégaa +8goa +8qoa
oz oxdz' oydz ozdz ox o oy * oz >

Con la demostracion anterior, se puede entonces enunciar: “El gradiente de una funcién
escalar de punto (D(X, Y, Z), es un vector que, en coordenadas cartesianas

ortogonales, esta formado por las sumas vectoriales de las derivadas parciales de dicha
funcion”.

007, 05, OO
oX oYy 0z

<

@ (2-12)

Para los campos escalares de la fisica, el concepto de gradiente es muy Uutil para
conocer en qué direccion dicho campo crece mas rapidamente. En campos de presion o
temperaturas, sefialard precisamente hacia dénde crecen mas rdpidamente esos valores.

Por tal motivo el gradiente es considerado un operador vectorial pues al actuar sobre una
funcién escalar informa una de sus caracteristicas extremales.
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| | dp o o |
Tal como se vio en el ejemplo, la expresion _S = V(D - S se escribe con el uso del

) . = 0 » 0 = o r

operador (V, Nabl a) en la forma simbélica: |V = —I +— | +— K| (2-13)

ox oy oz

dop - . .= op oQ op
Se apli —— =V¢e-S=(s-V)p=s —+S —+85 ——
seplead gs T VY (5:V)e o Syay 0z

Tal como se vio para los campos escalares, también existe el concepto de derivada
direccional para campos vectoriales. Haciendo uso de la notacién recién definida, la derivada

direccional de un campo vectorial Aes:

2_':‘:(éﬁ),&z(§-§A()f+(§-§A\,)J°+(§ﬁAZ)l2 (19

Ejemplo 2-2.
Dados los dos campos vectoriales:

A= xyzi +cosx | + 26" 2K y §=zf —x2y | — xk
Hallar la derivada direccional de A
Aplicando (2-11):
(8- VA =(2 —x*y] —xK)-(yzi +x2 ] +xyk)i = (yz* = Xyz=Xy)i
(5:-VA)] =(2d —x%y] —xK)-(-sinX) ] = (~zsinx) |
(3-VA )k = (2 — x2y] — XK) - (2€*21 + 2" K)k = (2€*Z? — 2xe")k
Sumando las tres componentes:
dA

= (5-V)A= (y22 - XCyz— x2y)i +(~zsinx) | + (2e*2% - 2xe)k

Problema 2-1. A partir de una generalizacion de (2-14)
(B-V)A=(B-VA)i +(B-VA)j +(B-VA)k
Demostrar para el vector posicion: (I7 . ?)r‘ =T
S =1 1.
idem: V|I’ | =TI ytambién: V(=)= —— T
r r

Expresion del Gradiente en coordenadas curvilineas ortogonales
En el Capitulo 1 hemos definido las coordenadas curvilineas ortogonales como las

conformadas por tres parametros Uy, U, ,Us que permiten dar una posicion en el espacio tal
como lo hacian X,Y,Z. Al variar cada uno de los tres parametros desde un punto

P(ul,uz,u3) se generan tres lineas o curvas cuyas tangentes tienen la propiedad de ser
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normales entre si a partir de dicho punto. Las tres direcciones estan definidas con vectores
unitarios, o versores, denominados como €,€,,€;.

La descripcién de tal sistema curvilineo se hace sobre la base de su relacién con las
coordenadas cartesianas ortogonales mediante las siguientes férmulas de transformacion:

U =W (XY,2) X = ¢y (U, Uy, Ug)
u, = UZ(X, Y, Z) que admiten sus inversas | Y = @, (Ul, u,, U3) (2-15)
U =Us(X, Y, 2) Z=p3(Uy, Uy, Ug)
ya que el Jacobiano de la transformacion es distinto de cero en la region cercana al punto P
o(X Y,z
— M >0 (2-16)
o(uy, Uy, Ug)

En ambos sistemas de coordenadas, € X,¥,Z o el U,U,,Us, un punto P puede
especificarse indistintamente en funcion de (X, Y, Z) ode (Ul,UZ,US).

Si el vector posicion viene dado en funcion de las U, , tal como I'(Ul,UZ,U3), un
incremento o variacion elemental de su posicion viene dado por el diferencial:

~ or or R A R
dr = E dul + a—uz du2 + a—ug dU3 = hdulel + hzduz% + l‘hduses (2-17)

Que define el desplazamiento elemental en este sistema de coordenadas; en la cual
cada hl’ hz, }’g es el llamado factor de escala. Ademas se verifica que:

T _ng
ou;

Obsérvese que la traslacion elemental en estas coordenadas esta definida sobre la
base de un triedro de vectores de direcciéon que son hlel, hzez, hs% y que varian de punto

a punto, ademas de no ser iguales entre si. Al contrario de las coordenadas cartesianas en las

A AN

cuales el triedro de las direcciones estaba formado por los versores I,j,k siempre
constantes e iguales entre si.

Una funcion escalar de punto también se define en el sistema curvilineo en funcién de

@(Uy, Uy, Ug)
y un incremento diferencial es

op op op -
dp =——-du, + ——du, + ——du, = hdu, + h,du, + h,du, =V @-dr
¢aullau228u33hllhzzh33 @
Por lo tanto, como el incremento vectorial es:
dr = hdu,g + h,du,&, + h;du,&,

La expresion del gradiente debera ser:
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Vp="""8+ -8+ -8/ (218

Otra interesante definicién de gradiente se obtiene si consideramos la derivada direccional en
el sentido de la normal de una superficie ¢(X, Y, Z) =Cl€ en la cual vimos que

¢ =—= ‘V¢‘ por lo tanto nos permite escribir al gradiente como:
V¢ = d—¢ N| Esta expresion nos dice que el gradiente de una funcién escalar (una
n

superficie en general) es la derivada direccional de dicha funcién en la direccién de la normal a
la superficie expresada por ¢(X, Y, Z) = Cle en cada punto considerado.

~

Ademas y dado que en coordenadas cartesianas VX = [ ; Vy = j ' Vz= k
Podemos poner: Vo= ¢XVX + ¢yVy + ¢ZVZ

Y en general, si ¢(U1,U2,U3) =0 es una funcion escalar en coordenadas curvilineas,
podra expresarse como férmula absolutamente general:

Vo=0,Vu+9, VU, +p, VU, (2-19)

Gradiente en coordenadas cilindricas y esféricas

En el primer capitulo se calcularon los factores de escala para las coordenadas

cilindricas:
h=1; hh=0; hb=1

Por lo tanto el Gradiente en cilindricas sera:

Coord. Cilindricas Vo= %9 & += 10 L8, +a—¢lz (2-20)
55 o 00 oz

Para las coordenadas esféricas los factores de escala eran:
h=1; hy=r ; hy=rsné

De lo cual deducimos:
6(0:8_(0ér+18g0,\+ 1 8(0A¢
r 06 rsind o¢

Coord. Esféricas. (2-20)

or

Ejemplo 2-3.
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Dada la distancia polar ¢ = \/X2 + y2 + Z2 =TI (médulo de vector T),
hallar su gradiente.

1) En coordenadas cartesianas: V ¢ =
_ = oQ A R
2) Encoordenadas esféricas: 9 =I' . Vo=—6 =6 =TI

Ejemplo 2-4.
Sea ‘P(5,9, Z) =0 una funcién en coordenadas cilindricas. Utilizando la
férmula (2-19)’ hallar su gradiente.

Solucién: 6‘1"(5,9, Z) = ‘Pgﬁé‘-l- ‘P9§9+ ‘Pﬁz

Problema 2-2. Dada la funcién escalar {D(X, Y, Z) =x% + y2 - 2xy
Calcular: 1.- E1 V@ enel punto P(2,3)

2.- La d—(g en el mismo punto P(2, 3) y en la direccion de un radio a un
u

angulo @ = 45° respecto al eje X.

3.- Ladireccion y magnitud de —(D en el mismo punto P(2, 3) cuando sea

maxima la derivada direccional.

Soluciones: 1.- (—2iA+ 2]\) . 2-0; 3-135°y 2\/5

Divergencia de una funcidén vectorial.

Utilizando la notacién cartesiana del operador (V Nabl a) y de la funcién escalar

(D(X, Y, Z) = Cte se puede aplicar dicho operador a la funcién obteniéndose:

§=2f+£f+ilz—> ?gpzﬁ f+a¢f+a¢lz (2-21)
oXx oy oz oxX oy 0z

Una primera y sencilla definicion del operador Divergencia se puede obtener en

coordenadas cartesianas, aplicando el mismo operador (V Nabl a) a un campo vectorial
mediante un producto escalar.

—

Si la funcion vectorial es B entonces el producto escalar sera precisamente la
Divergencia del campo vectorial:

R oB
B:Bxi+Byj+sz—>V-B:aBX+ v, 9B,
ox oy oz

(2-22)
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El significado fisico de la divergencia esta relacionado con las lineas de fuerza de un
campo vectorial como en el caso del campo magnético, del campo eléctrico, del campo
gravitatorio o del campo de velocidades de un liquido incompresible.

Si consideramos un volumen elemental AV rodeado por una superficie cerrada

también elemental AS, las lineas de fuerza del campo que atraviesan dicha superficie
elemental presentaran diversas alternativas: o son més las que salen que las que entran, en tal
caso habra una fuente en su interior; 0 son mas las que entran que las que salen, y en este
caso habra un sumidero en su interior que las absorbe.

El calculo de la divergencia a través de dicha superficie elemental dara la magnitud de
la fuente o del sumidero que existe en su interior. Dicho de otra forma, la divergencia de un

campo vectorial B através de una superficie AS es la variacion del flujo de dicho campo por
la unidad de volumen.

Oosea: V-B=
av

El flujo del campo vectorial Bes proporcional a la cantidad de lineas de fuerza que atraviesa la
unidad de superficie. En férmulas:

(2-23)

Dy = [ﬂ' B.dS (2-24)
S

Por lo tanto la divergencia seré:

v.8-9% _ |im i[ﬂ[ B.dS= lim ilﬂ B.AdS (25
VARE APV v

En la cual se ha definido la superficie orientada dS mediante su versor normal en el
punto y el diferencial de superficie.

Para deducir la expresion de la divergencia en coordenadas curvilineas a partir de su
definicion (2-25) como cociente del flujo por unidad de volumen, completamente general e
independiente del sistema de coordenadas elegido, comenzaremos por definir un cubo
elemental de aristas curvilineas dadas por

los desplazamientos(2-17) I*&dulél
hzduzéz; h3du3@ ya sefialados en
el diagrama. El campo vectoria entrante
B por la superficie elemental

ACDE tiene por componentes

y Dy, en el punto de entrada de

B..B,,B;enel d dad
coordenadas

o,0 ,0 . »)
U, ,U,,Us. El flujo del campo B

atraviesa el volumen elemental a través
de las 6 caras elementales.
A nuestros propésitos consideramos

s6lo dos caras en la direccién %

10
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Aplicando el teorema de Taylor, el flujo debido a la componente de B3 en las

cercanias del punto de ingreso uf,ug,ug sera:
B;h h,du,du, + Zﬁ du,h,h,du,du,
Us
o(hh,B;)

y el flujo neto de salida sera: 8— dulduzdu3
u
3

Analizando las otras dos caras, andlogamente, se tiene que la variacion total de flujo es

0, ~(L08) | AN, , OB,

" ou, OUg

du,du, (2-26)

Dividiendo ahora por el volumen elemental: dVv = hldulhzduzhsdu3 Obtenemos:

¢.5-9% __1 2(LnB) o(hhB,) o(hhBy),
dv.  hhh oy, ou, OUs

(2-27)

Teniendo en cuenta los tres valores de los factores de escala en los tres sistemas
coordenados, podemos formular la divergencia de un campo vectorial en los tres:

1) En coordenadas cartesianas ortogonales: f’& =1 ; h2 =1 ; hB =1

|v.5=5,% 5B

(2-28)
oX oy 0z
2) En coordenadas cilindricas ortogonales: hl =1 ; hz =0 ; h3 =1
L |V-B= 10(08)) + 1B, + B, (2-29)
o0 00 0 00 oz

3) En coordenadas esféricas ortogonales: hi =1; h2 =r ; h\; =rsind

ia(rzBl)Jr 1 _0o(sndB) 1 0B
rz or rsné o6 rsingd og

L |V-B= (2-30)

Problema 2-3.

11
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Calcular la divergencia de un campo magneuco definido por la expresion

cartesiana: B 2M gl +);J
X +Yy
Solucién: Poniendo I’2 = X2 + y2 = ( 2My) a 2MX
r

-~ = 4AM 4AM
VB=()-(F7))=0

El cual era un resultado esperado pues es sabido que la divergencia del campo magnético es
nula, por una de las ecuaciones del electromagnetismo.

Problema 2-4.
Calcular la divergencia de un campo eléctrico debido a una carga eléctrica y
definido por la expresion

En coordenadas esféricas: E= Q—3

Solucién: Utilizando la expresién de la divergencia en coordenadas esféricas, en su Unica
componente segun el radio:

2
? . E = %% Reemplazando Ei = er—3 = rgz se obtiene: 6 . E =0

Esto también es un resultado esperado pues la divergencia de un campo eléctrico es
nula en los puntos en que no existe una carga eléctrica, puntual o distribuida.

Problema 2-5.
Calcular la divergencia de un campo vectorial dado por:
U =rcosde +rsinde, —rsindcosge,
Solucion: Utilizando nuevamente la expresion de la divergencia en coordenadas esféricas:
1aoiug+_ 1_o@sndJ,) 1 U,
r¢ or rsind o6 rsing og

V-B=
Reemplazando:
ia(r3sin6?)+ 1 9(rsing) 1 o(rsindcosp)
2 or rsing o6 rsiné op

—

V.-B=

. VU =5c0sf+sng
Rotor de una funcién vectorial
Se puede dar una primera y sencilla definicion del operador Rotor en coordenadas
cartesianas, aplicando nuevamente el mismo operador (V, Nabl a) a una funcién vectorial
mediante un producto vectorial.

12
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Si la funcién vectorial es V' entonces su producto vectorial con (V Nabl a) sera
precisamente el Rotor del campo vectorial:

]k
\7=VXf+VyT+VZIE - VxV-= g 9 9 (2-31)

oX oy oz

Ve V, V,

El significado fisico del rotor esté relacionado con las lineas de fuerza de un campo
vectorial como en el caso del campo magnético, del campo eléctrico, del campo gravitatorio o
del campo de velocidades de un fluido.

De una forma muy intuitiva, puede decirse que el rotor de una funcion vectorial mide la
capacidad de sus lineas de flujo o de fuerza (en el modelo vectorial del campo) para causar un
torbellino.

= - 2\
———
———
e - 'Negqﬁ
con aspas
A 2 3

En la figura se muestran tres tipos diferentes de campos vectoriales con sus lineas de
fuerza. En las figuras 1 y 2 si se introduce en esos campos una pequefia rueda con aspas (o
rotor) que pueda rotar por efecto de tales lineas de fuerza (asimilables a un fluido en
movimiento), la ruedita no va a girar. Diremos que en tales casos el rotor de esos campos
vectoriales es nulo.

En el caso de la figura 3, si se introduce la ruedita, ésta comenzara a girar de inmediato
ya que la fuerza ejercida por las lineas de fluido con mayor velocidad es mayor que la ejercida
por las de menor velocidad. En este caso el rotor de ese campo vectorial no seré nulo.

La definicion formal de Rotor como integral independiente del sistema de coordenadas,
es similar al de divergencia, con la salvedad que ahora el producto es vectorial en lugar de
escalar.

§><\7:Iimi d§><\7:Iimi AxV.dS (2-32)
V-0V S N-0 oV

La definicion de Rotor en coordenadas curvilineas ortogonales es la expresion:
he he he
1 0 0 0
hhhy|ou, — du,  dus
hU, hU, hU;

<l
X
c
[l

(2-33)
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La formula nos lleva a las expresiones del rotor en los distintos sistemas coordenados.

1) En coordenadas cartesianas ortogonales: f‘& =1 ; h2 =1 ; hB =1 (2-34)

]k
. oV, - ~ OV _
oj_f o g:(avz_ y)i+(avx_avz)j+(_y_avx)k
oX oy 0z oy o0z 0z oy oX oy
V, v, VY,
2) En coordenadas cilindricas ortogonales: hl =1 ; hz =0 ; hs =1
& .k
0
< e J—
s 7 45
vxg=l L 29 2
oo 00 oz
Ul 5U2 U3
3) En coordenadas esféricas ortogonales: n =1; h2 =r , h3 =rsing
& & &
r’sing rsiné r
vxg= £ 2 2 236
or o0 o
U, ru, rsnéU,
O sea: _
G o2 [8(sm6?.U3) - auz]ér ol 1 oU; 19(1Uy) 8
rsing 06 oQ rssng cp r or
L 1orU,) Uy,
r- or 00" "
Problema 2-6. Dos importantes resultadoi son los siguienies, qﬁue deEeré demostrar el lector.
Primero. SiBZV(D —> VXBZVX(V(D)ZO
Segundo. Si AIﬂXB—)ﬁ-A=§°(§X§)=0

14
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Gradiente de un campo vectorial.

Retomando la formula de la derivada direccional de una funcion escalar, (2-9)

d¥,
dq

F= Fli + sz + F3 K formado por tres funciones escalares; si éstas son derivables,

gue tiene por expresion =e°V‘P1, consideremos ahora un campo vectorial

podremos calcular su derivada direccional en P(X, Y, Z) segun la direccién € mediante una

dF . -=
férmula similar a la anterior: d_ =e-VF en donde se define como gradiente de un campo
o funcion vectorial, en coordenadas cartesianas, al producto cartesiano entre dos vectores, uno
de ellos el operador V y una funcién vectorial como F , (ver en el capitulo 1 ias formulas (1-
19) y (1-19)):

0~ 020 =, a
Producto cartesiano entre V(&I ’_J’E k) Yy F(Fll,FZJ,F3k) (2-37)

oy

Donde el gradiente de la funcion vectorial asume la expresion de 9 productos:

VF =i +8F2i”j“+a|:3 K+
OX OX OX

~

OF, »« OF, = 0OF, »

+ ji + jj + Jk+ (2-38)
oy
oF, o oF, ~ ]+ 8F3 Qe

0z 0z 0z

Que también puede agruparse matricialmente en forma de tres vectores columna:

oF, oF, OR
oX OX OX
IE = oF oF, OJR .39
a oy oy
oF oF, OR
0z 0z 0z

Y del cual su interpretacion se podra apreciar mediante algunos ejemplos.

Ejemplo 2-3.
1.-) Hallar el gradiente del vector posicion Fr=x + yj + ZK

Dado que, evaluando las 9 derivadas de las componentes de F(rl, I, I'3)
Y reemplazandolas en (2-39) se obtiene:

15
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1 0O
?r‘ =0 1 0|= |_ Llamado matriz identidad o unidad.
0O 01

2.-) Sien Iugar del vector posmon fuese la funcion vectorial
p= ZI + Xj + yk su gradiente seria:

010
Vp=[0 0 1
1 00

El gradiente de una funcion vectorial tiene las propiedades de los invariantes
matriciales, el primero es la divergencia, como sumas de las derivadas de la diagonal principal

(ver (2-39)):
o.g_ R OF OF
oX oy 0z

El segundo es el rotor que se obtiene como diferencias de las componentes opuestas a la
diagonal principal:
oF, 6F3

~ - OF oF, .~
VxF = R LYk
(8y ) ( ) ( ay)

Las cuales pueden deducirse de la formula (2 37) como productos escalares y vectorlales de

los dos vectores V y F.

Célculo de la divergencia'

ﬁ(ﬁi“, —k) F(Fi,F,j,Fk) = R | R , OF (2-40)
OX 8y OX 8y 0z
i xi =0 ij:ﬁ
Célculo del rotor (teniendo presente las reglas IX I 0 jx ﬁ = IA )

ﬁxR:O ﬁxrzi

6(5 PO —k)xF(FliA, F,j,FK) =

ay 0z
_ Fovr  OF; 6F3 oF, R
(& ay ) i il Bl Gy ay)

(2-41)

Problema 2-7.
Calcular el gradiente, la divergencia y el rotor de la funcién vectorial:

B=(x-y) +(y-2)]+(z-x)k

Utilizando la férmula (2-39)

Solucién:

16
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oB, 0B, 0B;
OX OX  OX 1 0 -1
oB, 0B,
oy oy oy
oB, 0B, 0B
0z 0z 0z

=-1 1 O
0O -1 1

<!

ool
o))
%Y

Célculo de la divergencia con la formula (2-40) y la matriz anterior:

7.5-B,%8 B4
oXx oy 0z

Célculo del rotor con la formula (2-41) y la matriz anterior:

VxB=i+j+k
Observar que una vez hallado el gradiente de la funcién vectorial, la divergencia y el rotor se

obtienen directamente de la matriz. En el problema siguiente se podran apreciar bien esas
caracteristicas.

Problema 2-8.
Calcular el gradiente, la divergencia y el rotor de la qucién vectorial:
B=(yz)i +(2¢) ] +(xy*)k
Solucién:
Utilizando la formula (2-39)
oB, 0B, 0B,
OX OX OX 0 2z V°
VBB B By | 2 2Xy
oy oy oy ;
2yz X 0
oB, B, 0B,
0z 0z 0z
De donde se obtiene de inmediato: ? . é =0 ~
y VxB=(2xy—x)i +(2yz- y?)j + (2zx— 2*)k
Problema 2-9.

Calcular la divergencia y el rotor de la funcion vectorial:
U =rcosfe, +rsinfe, —rsinfcosge,

Solucién: Utilizando nuevamente las expresiones de la divergencia y del rotor en coordenadas
esféricas:

17
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1 1 1 1 ] 1 1 | 1 1

2 .
vljziza(r U1)+ 1 a(sm@UZ)+ 1 oU,
Divergencia: r or rsing 06 rsing og
V.U =3c0s0—2c0sf +Sing = cosf +Sing
Rotor
Txl - 1 [8(sm6?U3) au] o 1 aul_la(ru3)]é0+
rsing 06 rsné op r or
18(rU2) 6U
+—[ ]
r- or

— —

V xU =-2c0s6cospé — 23N cospé, +3sin 9e¢

Férmulas de Gradiente-Divergencia-Rotor.

0.- Fundamentales: |V X (6(0) =0; V- (6 X A) =0

1-V(p+y)=Vp+Vy
2- V-(A+B)=V-A+V-B

3- Vx(A+B)=VxA+VxB

a- V-(pA) = V¢ A+op(V-A)

5- Vx(pA) =Vpx A+o(VxA)

6.- V(Z\x )=B-(VxA) - A (VxB)

7- (A-V)B=(A-VB)i +(A-VB,)] +(A-VB,)k

8- Vx(AxB)=(B-V)A-B(V-A) —(A-V)B+AV-B)
o0- V(A-B)=(B-V)A+(A-V)B+Bx(VxA)+ Ax(VxB)
10-Vx(VxB)=V(V-B)-V?B

11- Bx(Vx A) = (A-V)B-(B-V)A

Integrales curvilineas y de superficie.

Con los campos escalares y vectoriales existe la posibilidad de calcular otras funciones
gue no sean las diferenciales: con ellos pueden efectuarse integraciones a lo largo de lineas,
sobre superficies o dentro de voliumenes.

Las primeras integrales se denominan integrales curvilineas, que en el caso de tener
una funcién vectorial que sea una fuerza se denomina trabajo de la fuerza a lo largo de una
curva o trayectoria.

Si el campo vectorial tiene lineas de fuerza, las mismas conforman un flujo que al
atravesar una superficie cerrada o no, podra ser medido por una integral de superficie o integral
de flujo.

18
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En el caso de integrales de volumen, generalmente se trata de una funciéon escalar
dentro de un cierto volumen que informa del valor de su contenido.
Integral de linea o trabajo de una fuerza

1.-)  Si una curva viene dada en coordenadas paramétricas: X = X(t); y= y(t) y

Z= Z(t), y Si F(X, Y, Z) es un campo de fuerzas, denominamos circulacion o integral

curvilinea entre dos puntos A Yy Bala expresion:
B

IF -dr donde el elemento de trayectoria dr viene
A

expresado en funcion del parametro t: dI" = dX(t)iA + dy(t) i + dZ(t)ﬁ

Tenemos la siguiente integral:
B B B
[F-dr = [[F()- x(t) +F, (1) Y(t) + Fy(t) - 2(t)]dt = [ F -Folt 242
A A A

Si la integral curvilinea se calcula alrededor de una curva cerrada C entonces se suele poner:

JIR® - X +F) () + Fy(t)- 2]t =[[JF Tt @2y
C

C

2.-) Si la curva viene expresada en forma explicita Y = f (X) para el caso de un plano,

entonces la integral curvilinea tiene la forma:
B

B

[F-dr=[[F-dx+F,-dy] (2-43)
A A

Y se reemplazan los valores de X; Y sobre la curva respectiva.

Ejemplo del caso 1.-)

Sea el campo vectorial F = —yi + Xj y la curva de integracion viene dada por las
ecuaciones: X=1TCOS@ ; Y=TrSIN@ donde I = Cte. Y @ es el parametro.

Hallar la integral curvilinea entre los valores () = 0 Y@= %
Solucion
7/2 . 7/2
Usaremos la expresion: '[ F-rde= J. (—ydx + xdy)
0 0
Donde dX=—rSing.de y dy=r cosp.de
/2 /2 T s

Reemplazando: I (—de+ xdy) = .[ (I‘2 sin? Q0+ r? cos® (0).d(0 = EI‘
0 0

Ejemplo del caso 2.-)
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Sea el campo vectorial A: y2i —X2j , calcular su circulacion entre los puntos
Pl(0,0) Yy P2(2,3) por las siguientes trayectorias:
a)Porlaquebrada (Y=0; Xx=0;x=2) y (x=2;y=0;y=3)

3 3,
b) Por larecta Y = E X c)lapardbola Y =—X

A-df =

Solucién. Usaremos la formula:

[A-dx+ A, -dy]

> —— ™
> —y 0

2 3
ayPor Yy=0 J- y2dx =0 LuegoPor X=2 I—dey =-12
0 0

3¢ 9 3
by Por Y =2 X .[\[Al-dx+Az-dy]:'([[zxzdx—xzadx]:
1 3‘2
4" lo
3., ¢ e 3
¢) Por y:Zx2 .£[A1-dx+A2-dy] ='([[Ex4dx—5x3dx]

2

:(ix5—§x4) =-24

80 8

0
Circulacion del Vector Gradiente.

Cuando un campo vectorial es un campo de Gradientes,

F(XY,2)=VDd(X,Y,2) (2-44)
Su circulacion entre dos puntos 0 en un camino cerrado, tiene un resultado que no

depende del camino elegido sino solamente de los puntos final e inicial. Si la circulacion es
cerrada y el punto final coincide con el inicial, la integral curvilinea es nula. Es decir, si

F = Vq) entonces

Q Q Q
[V0-dr =] S ax+ Ly + Lg) =[do=0p -0, v
2 . OX oy 0z :

Por ser la diferencia entre dos funciones escalares, su valor no dependera del camino.
Ademas si los puntos inicial y final son coincidentes, evidentemente sera:

Esta caracteristica es de gran importancia para la Fisica ya que muchas fuerzas con

que trata son gradientes de funciones escalares o potenciales. Tanto las fuerzas gravitatorias
como las electrostaticas derivan de un potencial escalar y por lo tanto son gradientes.

En Fisica, las fuerzas que derivan de un potencial se definen como F=-V® con
un signo negativo que significa que la fuerza tiene direccion contraria a la que tiene el vector
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posicién del punto de aplicacion de la fuerza. Ejemplos son la fuerza gravitatoria y la fuerza
elastica.

Otra importante caracteristica de las fuerzas que derivan de un potencial escalar,
llamadas conservativas, es la verificacion de tener rotor nulo.

O, sea, si: 6 X If = 6 X (?q)) =0 (2-46)
Problema 2-10.

Dado el campo vectorial G=V® que
deriva de la funcién escalar de punto

O=5x7" + 2yx°

ER

(verificar que G equivale a:)

G = (52° + 4yX)i +2x2 | +10xzK

Hallar su circulacion entre O Yy P

por los caminos:
1.- Por la quebrada X—Y—Z

2.- Por la recta que une O con P

3.- Por la parabola que pasa por @) Yy P

Solucién:
1.

a.- Primera circulacion entre X =0 Y X=1 con las demas coordenadas
P —
nulas. IG -dr=0
@)

b.- La segunda circulacion se hace entre Y =0 € Y =1con X=1=Cte porlo tanto
dx=0 y 2=0.

P

jG :T 2x%dy =2x°y = 2
(6]

O

c.- Latercera circulacion se hace entre Z=0 Y Z=1con X=Yy=1=Ctey por o tanto

dx=dy=0

O'—.'U

JF: Oxzdz——xz =5
O

G.dr =

La circulacién total es:

QT

2. La siguiente circulacién es por la recta que une los dos extremos.
La ecuacion de larectaes X=Y=2.. dx=dy=dz
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3. La ultima circulacion es por la parabola con vértice en O. La ecuacion de la parabola es la

interseccion del paraboloide Z = E(X2 + yz) con el plano vertical X =Y. Reemplazando

este valor en la ecuacion del paraboloide, resulta:
z=x? . dz=2xdx

1 1 1
Y la integral sera: J. (5X4 + 4X2)dX +.[ 2X2dX +.[ 20x*dx =7
0 0 0

Hemos comprobado que la circulacion del gradiente por cualquier camino da el mismo

valor. También es posible comprobar que el VxG=0 que se dejara al lector.

Integrales de superficie o flujo, de un campo vectorial

siendo  S(X,Y,z) =Cte

una superficie en el espacio,
por ejemplo un paraboloide de
revolucion dado por la ecuacion

z=x*+ y2, puede definirse
sobre ella un elemento de

superficie ds cuya expresion
dependera del sistema de
coordenadas elegido para
definir la superficie.

Si ademas la superficie es atravesada por las lineas de fuerza de un cierto campo

vectorial B(X, Y, Z) , se llama flujo del campo B a través de la superficie S a la integral:

” B-dS =” B-A.dS (2-47)
S S

siendo dS un elemento de superficie orientado en la direccion a su normal unitaria en cada
punto. Esa normal se define como saliente para las superficies cerradas y en las demas
superficies se define en funcién de si es convexa (saliente) o concava (entrante).

Los problemas siguientes ilustraran la forma de célculo del flujo de un campo vectorial.

Problema 2-11
Las lineas de fuerza de un campo vectorial B
atraviesan un cilindro de radio R=3 y altura h=3.

—

Como el campo B es definido también en coordenadas
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cilindricas, dadas las caracteristicas simétricas de la
figura que atraviesa, por:

Calcular el flujo total a través del cilindro.
Solucién.
1.-) Célculo del flujo a través de la superficie Si

~

La férmula es J-J. é . ﬁdS nl =K
S

z=0
El elemento de superficie en S.L debe expresarse en # = ““‘\
coordenadas polares y su valor es: dS= §.d5.d(0 o
Por lo cual la integral se convierte en: - (54 J
[[B-fids=[[3zd5=[[3z5.d5.dp =0 ; |
S S S y

La primera integral del flujo a través de la base del cilindro es nula pues Z = 0.

2.-) Célculo del flujo a través de la superficie % tapa del cilindro.

. [h, =k
Nuevamente la formula es: ” B-ndS 2
S z=3

Y el elemento de superficie es nuevamente dS = 0.d 5.d§0

Reemplazando: ‘U B ‘NAS = JI -3zdS =J] -3z0d 5.d(0 =
S, S, S,

[[-8z5.ds.de :T—sz.(s.wzf dp=-817 pes R=3 y z=h=3
S 0 0

3.-) Calculo del flujo a través de la superficie 53 lateral del cilindro.

~ ~

~ . =e
Nuevamente la formula es: jj B- n.dS n3 R5 3
S, o=R=

El elemento de superficie lateral del cilindro es: dS = R.dgo.dz

Reemplazando: ‘U‘ é Nn.dS= ” Rod (p.dZ = dadoque 0 =Cte.= R
S S
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[[Ro.dp.0z :RZJEE dzzf de =54r
S, 0 0

Por lo tanto el flujo total a través del cilindro es la suma de los tres q)Total =-21r

Problema 2-12.

Hallar el flujo de un campo vectorial
H=x4+ 2ij + y3k a través
de la superficie del plano definido por

los tres puntos Pl(l, 0, 0)
P,(0,2,0)y R(0,0,2).

Debera primeramente

buscarse la ecuacién del plano Sque
pasa por los tres puntos dados y a
través del cual pasaran las lineas de
fuerza, o sea, el flujo del campo
vectorial.

X

La ecuacion de la superficie S, 0 sea del plano definido por tres puntos, se obtiene a

y

X
partir de la ecuacion del plano: + + =1 denominada ecuacion segmentaria
1x I:)Zy P3Z

del plano, donde Fi es la coordenada del punto Fi donde el plano corta el eje X: idem con

los demas valores.

X

X,y

Por lo tanto la ecuacion del plano sera: —+=+4+—=1 o también de la forma

equivalente: 2X+ y+2z= 2 (**)

Es frecuente usar su forma explicita; |Z=2—2X—Y

La expresion (**) de la ecuacion del plano es la llamada normal o hessiana y sus
coeficientes son proporcionales a los cosenos directores del plano. Para obtenerlos bastara
dividir por el modulo formado por sus coeficientes:

V22412112 =6
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2 1 1 2
Por lo tanto la ecuacion del plano también es: X+ + Z=
NN RN

Pero como los cosenos directores del plano son también las componentes del versor normal al
plano, podemos definir al versor normal con la ecuacion:

L L SR
J6 V6 6

Utilizando ahora la expresion general del flujo: I H dS = I
S

El producto escalar de H-A= i X2 +—— 2yZ+— y3
J6 \@ J6

Que deberé integrarse sobre la superficie del plano.

n=

Un forma de realizar la integracion en esas condiciones es poniendo la expresion
anterior en funcién de X € Y solamente, utilizando la funcién explicita del plano para

reemplazar la variable Z.

Ademas, para asegurarnos de que estamos sobre el plano recurrimos a la proyeccion
de la superficie elemental dS sobre el plano X, Y de la forma:

o~ 1
dS =dScos(n: k) =—=dS
J6

Y como el elemento de superficie en el plano X, Y es el producto simple

dS = dx.dy

La integral del flujo sera:

H - =J6[[(= 2yz+— y*)dx.dy
I % H 5 Y
Reemplazando Z por su expresion explicita y agrupando términos, nos quedara:
”(sz +4y —4xy - 2y° + y*)dx.dy

Integrando ahora con dos integrales, una segin Y y otra segin X teniendo especial cuidado
con los limites de integracién en cada caso, se tendra:

2 0
jdy I (2x* + 4y — 4xy - 2y° + y®)dx
0 xa Y

2
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El limite inferior de X resulta de considerar la recta F:)LPZ n el plano X, Y para el valor de

y

Z=0, de la cual resulta la ecuacion de larecta Y =2—2X — X=1— E

Integrando ambas integrales, con la Ultima se tiene:

Que es el flujo total a través de la superficie del plano.

Teorema de la divergencia o de Gauss.

El importante teorema de la divergencia establece que dado un campo vectorial B con
derivadas parciales continuas en la region S, el flujo de dicho campo a través de una
superficie cerrada Ssobre la cual la normal externa N existe y es continua, es igual a la

—

integral de volumen de la divergencia de B extendida al volumen encerrado por la superficie

S.

En su expresion analitica:

mfsé-d§=[{jsé-ﬁ.dsz[ﬁ[jr(vé)dr (2-48)

La demostracion de este teorema se deriva de la definicion intrinseca de la divergencia
(2-25) . Unos problemas aclararan los conceptos y al forma operativa de usar el teorema.

Problema 2-13.

Comprobar el teorema de Gauss para el
campo vectorial:

B = (4x—2)i +2x — 4k

a través de las superficies del prisma que
se ilustra y que es el mismo que en el

problema 2-12 .

x

Primera Parte: Comenzaremos con hallar el flujo del campo B a través de las 4 superficies
que conforman el prisma.

26




UNIVERSIDAD DE MORéN Cabildo 134, Mordn, tel. 5627-2000. www.unimoron.edu.ar

1.-) Calculo del flujo a través de la superficie P1P2 F%

Vimos que la ecuacion del plano era: 2X+ Y+ 2= 2 y su normal

itari tb.,ﬁ 2|"+1"+1§
unitaria era tambien: =
NN RN
2

El product ar B-A (4x—2) + 2x 4z
proaucto escalar . = — — -
7 NG

La integral del flujo a través de esta superficie es:

”B /]/ IH(SX_22+2X—4Z)dx.dy
J6

J6 6 6

Y como en esta superficie el valor de la variable Z = 2—2X— Y debe reemplazarse

para la integracion:
j j (22x+ 6y —12)dx.dy

S
2 0 2 1
O sea: jdy j (22x+ 6y —12)dx = j(1+ —y? —y)dy
U 0 4
2
3 272
Cuyo valor final en FiPZP?) es: y+y——y— :E

12 2 12

2.-) Célculo del flujo a través de la superficie OPlPZ .
Aqui la superficie de integracion esta en el plano X,Y y el producto escalar de

B con la normal a dicho plano es B- (—k) ya que debe tomarse en el sentido
saliente a la superficie. El flujo a través de esa superficie sera:

j j 4z.dx.dy

Como ademas el valor de la variable Z es nulo en ese plano, tendremos:
” 4zdx.dy=0
S

3.-) Célculo del flujo a través de la superficie OP2P3
Aqui la superficie de integracion esta en el plano Y,Z y el producto escalar de

B con la normal a dicho plano es B- (—I) ya que debe tomarse en el sentido
saliente a la superficie. El flujo a través de esa superficie sera:

j I —(4x— 2)dy.dz
S
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En este plano de superficie, el valor de la variable X es nulo, por lo tanto:

jjz.dy.dz:J%dy Jq z.dz:f—l(Z—y)zdy:—§
S 0 0 2 6

z=2-y
4.-) Célculo del flujo a través de la superficie OP3F1

Aqui la superficie de integracion esta en el plano Z,X y el producto escalar de

B con la normal a dicho plano es B- (—j) ya que debe tomarse en el sentido
saliente a la superficie. El flujo a través de esa superficie sera:

j I —2x.dx.dz
S
Integrando sobre ese plano:
2 0 2 7 8
” —2x.dx.dz= j dz I —2x.0x = I (1-=S)%dz=—
s 5 , 5 2 12
x=1-—
2
| 8 8 8
Sumando ahora los 4 flujos: T=T<—=<t+t—=<= 0
12 6 12

Segunda Parte. Hallaremos ahora la integral de volumen de la divergencia en el volumen del

prisma.
gjsé.dézgjsé-ﬁ.dszmﬂr(v B)dr

Hallamos primero la divergencia del campo vectorial:
v. ézv[mx-z)i + 2% —4z<]=o

Como la divergencia es nula, la integral de volumen sera nula, por lo tanto se verifica el
teorema de Gauss.

El teorema de Gauss permite hallar el flujo de un campo vectorial a divergencia nula
(campo solenoidal) a través de una superficie compleja con mayor facilidad.

Supongamos que en el caso anterior se pidiera hallar el flujo del campo B a través del plano
P:LPZPS solamente. En ese caso se reemplaza el calculo a través de esa superficie por el
célculo més simple a través de los tres planos coordenados X,Y — VY,Z — Z, X y luego se
suman los tres valores cuyo resultado serd igual y de signo contrario al flujo pedido.

Problema 2-14.
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2

Verificar el teorema de la divergencia para el campo [%
vectorial

E =rcos6é +rsingé, +rsindcoseé,

Utilizando como superficie de integracion y como
volumen, la semiesfera de radio R. -~

X

—

Primera Parte: Primeramente hallaremos el flujo del campo E através de las 2 superficies
gue conforman la semiesfera.

1.-) Calculo del flujo a través de la superficie de la base %
El flujo saliente a través de la base se calcula con el producto escalar del campo

E con la normal a la base eg, 0 sea, el plano formado por la ecuacion

szezf.
2

E-&=rsind
Y el fluo a través de la base se calcula para una superficie elemental:
dS=r.de.dr
[[E-Ads=|[r?sino.dp.dr
S S
Debe considerarse que en la base de la semiesfera el angulo 0= % por lo cual la integral

Sera:

2z R 27rR3 2 R3
'([dqo'([rzdr:_.(;?dgo: i

2.-) Célculo del flujo a través de la superficie de la semiesfera 52 .
El flujo saliente a través de la semiesfera se calcula con el producto escalar del campo

E con la normal a la misma er .

E . ér =T COSH que al ser sobre la superficie E . ér = Rcosé

Y el flujo a través de la base se calcula para una superficie elemental:

dS= Rd9.Rsinddg

Y laintegral es:
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”E-ﬁd 2.[ R3d(0_[ cosdsing.do = ZJ' R“”dngsin2 6?} 2 = 7R°
0

S 0

57rR®
3

Segunda Parte. Hallaremos ahora la integral de volumen de la divergencia en el volumen de

la semiesfera.
gjsé.ﬁ.dszm[jr(vé)dr

Hallaremos la divergencia del campo vectorial
E =rcosd§ +rsinge, +rsindcospg,

El flujo total es la suma de ambos CDT =

en coordenadas esféricas.

2 .
g.E  LACE), 1 asnoE) 1 ok
r2 or rsng o6 rsiné oo
V-E=5cos0-sing
Integrando:

[ﬂ”r (V-E)dr' = [ﬂ”r (5c0s8 —sing)dl

El elemento de volumen esférico vale:

dl =r?sin@.dr.dd.de

Dividiendo la integral triple:

[ﬂ”r(&os@ —sing)dI’ = Trzdr IzénedeT (5cosf —sing)de =
0 0 0

T 2dr j 55|n90039d6?j do— jrzdr j SSnecosedejsngodgo
0 0

B 57rR3
3

Que coincide con el resultado anterior.

Una propiedad muy importante del teorema de la divergencia en la Fisica esta relacionada con
el “principio de continuidad”. El mismo se expresa diciendo que el flujo neto de masa de un
cierto fluido saliendo de una superficie cerrada esta balanceado por la disminuciéon de materia
en el interior de la superficie. Lo cual es una forma de expresar el principio de conservacion de
la masa.
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Simbélicamente se escribe como V - (5\7) = _E, siendo V la velocidad de un

fluido. El decrecimiento de la densidad en cada volumen elemental de fluido es proporcional al
flujo de masa (5\7) gue sale del elemento de volumen. El término divergencia significa
escape del fluido o fluido saliente.

00 S
Si el fluido es un liquido incompresible, se dara que E =0..V- (5V) =0

gue especifica que la densidad debera mantenerse constante en todo el circuito y también que
en un intervalo de tiempo lo que entra en un volumen es igual a lo que sale.

En la Fisica existen otras ecuaciones de continuidad. En el caso de la corriente

eléctrica, si definimos con j su densidad (cantidad de carga que atraviesa por segundo la

unidad de &rea del conductor), se tendra que j . ﬁ do esla carga que por segundo atraviesa

un elemento de area de magnitud do . Y siendo O la unidad de carga eléctrica por unidad de
volumen, la ecuacion de continuidad es:
00

V-j+=—=0 2-49
J ot (2-49)

Cuyo significado es que las cargas eléctricas no se crean ni se destruyen nunca.

Otras dos ecuaciones del electromagnetismo, relacionadas con la divergencia, son

V-B=0:1a divergencia de la induccion magnética es nula.

V-E=—:1a divergencia de un campo eléctrico creado por cargas,
€0
es proporcional a la densidad de carga.

Teorema de Stokes o del Rotor.

El rotor de un campo vectorial F tiene una
definicién debida al teorema de Stokes:

o LR
(VxF)-n=lim =——— (250
0oc—0 o)
El limite de la circulacién del campo vectorial

F alrededor de una curva elemental cerrada

C dividido el elemento de area encerrada, *2

equivale a la proyeccion del rotor del campo

F sobre la normal a la superficie teniendo
en cuenta la regla del tirabuzén para el =
sentido de la normal respecto a la circulacion

de F alrededor de C.
Cuando interesa analizar las caracteristicas rotacionales de las lineas de un campo
vectorial para detectar la presencia o no de torbellinos, se estudia el proceso de circulacién del

campo F en un contorno cerrado del espacio sobre el cual actta dicho campo.
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Consideremos el campo F en las cercanias %
del punto P(yo, Zo) en el centro de una

superficie rectangular elemental Ao de

aristas AY,AZ. __c__/

La circulacion neta de F alrededorde P se A2
obtiene haciendo tender a cero la superficie ?(}b‘za
Ao . ) V » ) Ic
[
soc-0  do 0

b 0y

Vimos que la féormula de la circulacién por los caminos 4, b, C yd era:

['jclf-drzjlzydwj dez—ijdy—szdz
b c d a

Utilizando la aproximacién de Taylor para circular por las aristas cercanas a P, en la

superficie elemental cuya normal es N=I , Se tiene:
F Ay
Circ.deF =[F, (Y, %) ——= ]bAy+[F (Yo 7]CAZ—
oF, oF, Ay
-[Fy (yo,zo)+——]dAy [F.(Yo: % — Az

oy 2

. - ,0F, OF
Sumando todo: Circ.deF = (—Z - —y)AyAz
oy 0z

—

Que representa la componente del rotor de F enel plano Y, Z multiplicado por el

elemento de superficie cuya normal es N=1 . Haciendo gue la superficie
Ao = AyAz tienda a cero, se tendra:

Finalmente:
F.df =VxF-fAc oensuclasica forma
fLF-ar @s)
VxF-n=lim >=>=———
soc—>0 Ao
Por otra parte, si integramos [ﬁ: |f dr = ” ? X |E ‘Ndo (2-52)
o
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—

Obtenemos la expresion del teorema de Stokes, la circulacion del campo vectorial F

alrededor de la curva cerrada C es igual al flujo del rotor de F a través de la superficie

encerrada por C , con los recaudos del sentido de la circulacién dado que el rotor de un campo
vectorial es un seudo vector.

Consecuencia del teorema de Stokes
Se ha visto que si el rotor de un campo vectorial es nulo dicho campo vectorial es un
campo de gradientes (ver Problema 2-6). En tal caso, ese campo de gradientes deriva de una

funcién escalar o potencial OD.

En el problema se demostraba que si U=Vdb->VxU=0
Porlotanto,si VU =0 - U =VO

En tal caso la circulacion cerrada también sera nula:

SVxU=0 - J‘Lﬁxlj-ﬁ.dazo

[ﬁ:U-dr‘:O

Como la circulacién sobre cualquier circuito cerrado es nula, podemos imaginar que la

(2-53)

circulacién sobre una curva cerrada es suma de dos circulaciones: una entre 6A y la otra

entre QO, por lo tanto su suma serd nula y en consecuencia podremos poner:

.[OAU ar = J‘AOLj ar

Para campos vectoriales que derivan de un potencial, su integral curvilinea entre dos puntos,
no depende del camino recorrido y su valor siempre es el mismo para cualquier trayecto
dependiendo Unicamente de los puntos inicial y final.

Ademas, por ser el campo de gradientes U=VDia expresion

A
P25 Ly dr = [do =, —,
0z 5

Es decir, el valor de la integral curvilinea entre 6A sera igual a la diferencia de

valores de la funcién potencial @D entre el punto A y el punto O. Esta importante
consecuencia se apreciara mejor al tratar los problemas de dinamica gravitacional.

Problema 2-15.
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Verificar el teorema de Stokes para el campo 2
vectorial

H =(X+2y)i +(X—2Y) ] + XyzK
a travées de la superficie circular de
ecuaciones parameétricas: ' C

X=00s0; y=sn@; z=3

=1

X
Solucién:
a) Valor de la circulacion sobre la circunferencia.
H, =cosd+2sind dx=-sing.d@
Como H, =cC0s6 — 2SiN@  yademas dy =co0s6.do
H,dz=0 dz=0

fl.(-2sin? 6+ cos? 6 - 3sinHcos)do =

Reemplazando: 27
I (—2sin? 0+ cos? @ —3sin@cosh)dl = —x
0

b) Valor del flujo del rotor.

Elrotores: VX H = Xz —ij—k y la normal es A=K

Luego el flujo es: ”'06 X Fi ‘Ndo = J'_L—ldO' = —7Z'R2 =
Alser R=1

Verificandose el teorema.
Problema 2-16.

Verificar el teorema de Stokes para el campo
vectorial

B=(x+y)i +(y—X)] +(x—y-2)k

a través del tridngulo de la figura y circulando en
su contorno de manera que su normal sea

A=].
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Solucién:
a) Valor de la circulacion alrededor del triangulo.

1

L A_» 1 1 1
Entre OA jB-dF:j(x—y—z)dz=——zz =—— pues X=Yy=0
! 2 2

0

o

Entre AB donde la ecuacion de la rectaes X =1— Z, la circulacion es:

R 1 0 1
B-dfzjx.dx—j(x—z)dzz—
0 1 2

Sumando los tres valores: Circulacién total = ——

b) Calculo del flujo del rotor:

El rotor es: §X§=—i’\— j\—ZQ yIa normal n

~

Luego el flujo es: J‘J‘Gﬁ X é . ﬁ.dO‘ = 'UG -1do =-

Verificandose el teorema.
Problema 2-17.

N |-

Verificar el teorema de Stokes para el
campo vectorial

A=2xy1i —(y—X) ]+
+ ek

a través del casquete esférico de la
figura y circulando por su circunferencia
base.

a) Hallaremos primero el flujo del rotor:
Rotor del campo vectorial: V X A= —Zj + (l— 2X)k
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El flujo debe calcularse sobre el casquete esférico externo y como el rotor esta en
coordenadas cartesianas, la integral del flujo la pondremos en las mismas coordenadas.

— g A * %
‘U. VxA-ndo ") La normal a la superficie esférica se halla como
o

cociente entre el gradiente de la funcion que define la superficie esférica y su modulo.

~ Vo
N = ——— donde la ecuacion superficie esférica es
G
p=xX"+y*+22-R°=0
ﬁ_m+w+m
' R

El elemento de superficie do sobrela esfera, se lo puede proyectar sobre el plano X, Y con
la formula

dS=do cosé = dx.dy

Z )

Y dado que el COSH = n-k= E Reemplazando todo en , Se obtiene:

~ X|+yj+ﬂ<

[ +@-20K] L

]
7R
= ”S (1-2x-y)dx.dy

La dltima integral sobre la superficie circular en la base del plano X, Y conviene resolverla en

coordenadas polares:
X =0 COS@

y=o0sing
Donde el elemento de superficie viene dado por dx.dy =dS=6.d 5.d(0

([~ 2x-y)dxdy = [[_(1- 25 cosp— Fsing)5.d5.dg

Resolviendo la integral:

R 27 R
[dé [ 5-25cosp-ssing)dp = [ 2725.d5 = 7R
0

b) Calcularemos ahora la circulacion del campo vectorial A sobre la circunferencia base.

[]jCA-dr

36




UNIVERSIDAD DE MORéN Cabildo 134, Mordn, tel. 5627-2000. www.unimoron.edu.ar

| : b e s 33Ty Yt i YT ETYYEE S It IR SN YY YOS

Pasando todo a coordenadas polares y teniendo en cuenta que en el plano X, Y la variable Z

es nula y que ademés el radio O es ahora constante: O = R con las ecuaciones de
X = Rcosg

y=Rsnhg

transformacion

IC 2xy.dx—jc(y— X)dy =

2r 2
I 2R?sin? g cosp.dg — I R?(sing — cosg) cosp.dg
0 0

2r
[[k A-dr = R? j cos? p.dp = 7R?
0
Verificandose el teorema.

Teoremas de Green
Si se tiene el producto de una funcién escalar (D(X, Y, Z) por el vector gradiente de

otra funcién escalar l//(X, Y, Z) tal que ¢V I/ sea el producto buscado, si se le aplica el
teorema de Gauss o de la divergencia, se obtiene:

I @V ) fdo=[[[ V- (pVy)dr

Aplicando la férmula ya vista V - (¢A) = (V ¢) - A+ ¢(V . A) al producto anterior, se

obtiene:

.mrv((pﬁl//)dr:_”.J.r(‘/’vz(”JF%(ﬂ'ﬁl//)dF (2-54)

Esta ecuacién es conocida como primera identidad de Green.

Si se intercambian los roles de las dos funciones:
I,V e)-fdo =[] V-@Ve)dr = [[[ (073 +Ve-Vy)dr
Restando ahora ambas integrales:
|| @V2o-gV2)dr =[] (W -wVg)-fido @)

Se obtiene una nueva ecuacién conocida también como segunda identidad de Green. Ambas
férmulas se denominan en comin como teorema de Green. Tienen especial aplicacion en las
teorias del potencial tanto gravitatorio como eléctrico.

37




UN]VERSIDAD DE MORON Cabildo 134, Mordn, tel. 5627-2000. www.unimoron.edu.ar

ESESEEEOSSESEAESESESE SN BB RS RSO ESASUSRESEERER
I 1

Cuando se vio la derivada direccional, se dijo que el V(D era un vector normal a la superficie

definida por la funcién ¢ . Por lo tanto la expresion V @ - N = @ coincide con el médulo de
on

la derivada de la funcién en la direccién de su normal, lo cual se aprovecha para escribir el

teorema de Green en forma més sencilla:

.U.[ WV 2p—gV2y)dl = D] ((0——l// (rp])da (2-56)

La expresion \Y% @ se denomina Laplaciano de la funcion escalar (2 o del potencial
Q.
Se corresponde con la divergencia del gradiente del potencial ¢, y su formula completa en
coordenadas cartesianas ortogonales es:
2 2
s = = g 0 o)
Vp=V-(Vp) = L ¢+ (2-57)

Py oy* 07

Las funciones (0 que satisfacen la condicion V Q= O se denominan funciones
yo] . C . « .y .
armonicas. Una muy importante es la (o(l’) = — siendo I' el vector posicién en el espacio.
Para el plano, la funcién arménica es (D(I‘) =c.Inr.

El Laplaciano en coordenadas cilindricas se indica a continuacion:

10 . .0 1 0%p 02
629 @ 0

Vip== + + 2-58
=505 05 57 00° o7 &5
Y en coordenadas esféricas:
2 2
V2 (r26 1 0 Gned¥y, 1 5'/; (2-59)

2ar o’ r?sin@ 00 00" r?sin®6 op

Tipos de campos vectoriales

Ciertos campos vectoriales tipicos y que ocurren con frecuencia en los fenémenos
fisicos, tienen nombres especificos acordes con sus caracteristicas.

Por ello se habla de campos de torbellino o de rotores, campos de gradientes o
conservativos, campos solenoidales, etc.

1.-) Campos conservativos, de gradientes o irrotacionales
Se define como campo de gradientes al campo vectorial que deriva de una funcién
potencial a través de la condicién:

A:i§¢

donde la funcion ¢(X, Y, Z) se llama potencial escalar o simplemente funcion potencial.
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Los campos conservativos son muy utilizados en la teoria fisica de la gravitacién y en la
dindmica newtoniana de las fuerzas elasticas y gravitatorias. Las principales caracteristicas de
estos campos son:

a) Gradiente: A=+V Q

—»

b) Rotor: xA=0 Campo irrotacional.

¢) Circulacion: Ul A-dr=0

Q- Q—~ ..
d) Independencia del camino: Cljp A-dr = Csz A-dr

e)Existencia de la funcion potencial: (D(I’) = I A-dr

ro

Como ejemplo de la dltima condicién, supongamos un campo de gradientes
re n 2% -
A=(2x+2)i + y° ]+ xk
Para hallar la funcién potencial origen, la forma mas simple es hallar la circulacién del campo

Adesde el origen de coordenadas O(O, 0, 0) y circulando por las rectas quebradas

O-R(x,0,0); B-P,(x,y,0); P,—Ry(x,V,2).
Con los recaudos tomados en el Problema 2-10 para el calculo de la circulacion por las rectas
guebradas, en el presente caso, quedan las integrales:

X y z
o(r) =p(X,y,2) = j(2x+ Z)dx + j yzdy+jxdz
0 0 0

1
Y la funcién potencial sera: ¢(X, Y, Z) = X2 + § y3 + xz + Cte.
Que resultara definida a menos de una constante.

Otro ejemplo es el campo gravitatorio terrestre.

La fuerza existente entre dos masas ubicadas a una distancia I’(X v.2) = |I7|

Mm .

esta dada por la formula F =-G— e,
r

r
Para hallar su funcion potencial usaremos la formula ¢(I’) = .[ A-dr, partiendo desde un
ro

punto de referencia I'O arbitrario:
o(r) = -GMmj— =GMm (———)

Esta funcién potencial tiene el significado f|$|co del trabajo realizado por el campo de fuerzas
entre los dos puntos. Como el trabajo es independiente del trayecto, es un caso tipico de que la
fuerza gravitatoria es una fuerza conservativa.
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. o _ Mm .
La energia potencial gravitatoria se define como Ur =—G——| , con signo
r

negativo para caracterizar al trabajo efectuado por fuerzas exteriores, en contra del campo
gravitatorio, para trasladar la masa IM desde un punto ubicado en el infinito, o sea con

1 1

— =—=0, hasta la distancia I' .
fp ©

2.-) Campos de rotores o campos solenoidales

— —

Si tenemos un campo vectorial B tal que sea B=V xF setendra que:

—

V-B=V-(VxF)=0| y al campo B se lo designa como campo

solenoidal.
De lo cual deducimos que: todo campo de rotores es un campo solenoidal.

—

Y también puede demostrarse que si B esun campo solenoidal, existira otro campo
de vectores F tal que B=VxF.

Las propiedades de los campos solenoidales se resumen en:

a) Flujo a través de una superficie cerrada: U‘j B- ﬁdO' =0
o

b) El flujo de B es constante a lo largo de un tubo de campo, tal como se define
un campo de rotores. Un campo solenoidal muy conocido es el campo
magnético.

—

¢) La condicién de ser un campo solenoidal implica que existe un campo F tal
que: B=VxF

—

El campo de vectores F se denomine potencial vectorial del campo B, por su
similitud con el caso anterior del potencial escalar.

, , , o) 28 2L
Como ejemplo, consideremos el campo solenoidal B =2Xyi — Y|+ X°K del cual
deseamos hallar su potencial vectorial.

— —

Para hallarlo aplicamos la féormula B=VxF delacualse puede deducir:

oF,
oy

oF, Ry oF,
oy 0z 0z

Para simplificar algo la soluciéon podemos asumir que FX =0

F, = [B,dx+ f,(y,2)

( )=B; (

oF, aFy
- 2)=B, ; ((—L-=X)=B
8x) y (ax )=B;

Con lo cual:

F, =—[ B,dx+ f4(y, 2)
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Reemplazando estos valores en la primera componente del rotor:

oB
szaf3_6f2_J‘( y+aBZ)dX
oy 0z oy o0z

Pero como 6 . é =0 tenemos la relacion

oB
B, _ B,
OX oy
oy o0z

OX
Simplificando nuevamente, aunque se pierda generalidad, la cual no interesa pues se busca

0B,
0z )

Reemplazando en la anterior: Bx =

una solucion particular, asumimos que f2 =0 y en tal caso integrando:

B, =_+J->z aaide= aaf; +[BX(X’ Y,2) - Bx(xo,y, 2)]

Si igualamos f.=|B Y, Z dy obtenemos la solucién de la ecuacién en B y en
3 X X

consecuencia:

F,= —I B, dx + _[ B, (X, Y, 2)dy

Que junto con: Fy = J- BZdX+ fz(y, Z) —> Fy = J- BZdX pues f2 =0

Obteniendo las tres condiciones para hallar las componentes del potencial vectorial, que como
se ve estan sujetas a la condicion que tengan derivada primera en todo el dmbito de su
definicién.

. _ (w2 1.3
Integrando: Fy = J BZdX = IX dx = §X
F, =—I Bde+IBx(Xo, y, 2)dy = y*x+ j 2%, ydy = y*x

Pues puede elegirse como valor particular de X0 =0.

Con lo cual el potencial vectorial, a menos de una funcion gradiente arbitraria V(D(X, Y, Z) ,
es el valor:

F= %x?’ﬂ y2xK +V o(X, Y, 2)

De cual puede comprobarse que VX F =B =2xyi — y2j + %%k
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3.-) Campos armonicos
Asi se denominan los campos escalares, o funciones escalares, que verifican la
ecuacion del Laplaciano:

V- (Vp)=V?%p=0 Ecuacion de Laplace.  (2-60)
Sea, por ejemplo la funcion escalar: @(X, Y, Z) = y*z—6x°y?z— xyz
El gradiente es: Vo = 4x%z1 —12x%yz | — xyK
v sudivergencia: V - (V@) = V2p =12x*2-12x°2=0

Verificandose que la funcién (p(X, Y, Z) es una funcién armonica.
La ecuacién de Laplace o Laplaciano esté relacionada con la ecuacién de las ondas:

2
g 2 (2
— — a5 (V°p)=0 (2-61)
ot
y también con las soluciones de problemas con ecuaciones diferenciales a derivadas parciales
que implican fijar condiciones de borde.

Ejemplo del electromagnetismo. Una de las ecuaciones de Maxwell esta referida al campo

de induccién magnética B especificando que es un campo solenoidal en el cual las lineas de
fuerza son cerradas formando un flujo constante a lo largo de un tubo de campo. La ecuacion
de Maxwell es:

V-B=0.. B=VxA

Asi mismo, para los campos eléctricos, las ecuaciones de Maxwell establecen que:

- O

V-E=—= (2-62)
€o
Y para el caso especial de campos eléctricos estacionarios E= —VV, 0 sea, el campo
eléctrico es el gradiente de su potencial eléctrico, y por lo tanto:
S S
-V-(VV) = VA =% (2-63)

€o

Que es conocida como la ecuacién de Poisson para la electrostética.




