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A modo editorial

Cuando se habla de un crecimiento exponencial de los conocimientos

y su aplicacién en la sociedad, generalmente no reparamos en la

dimensién de esta reflexion.

Desde el punto de vista estrictamente matematico, el crecimiento exponencial
de una funcién ocurre cuando la variable estd actuando como exponente sobre
un determinado valor base.

Asimilandolo con la frase mencionada, el conocimiento esta representando la
funcién y el tiempo transcurrido, la variable. La afirmacion inicial implica que,
en menor cantidad de tiempo, el progreso operado por los conocimientos

y su aplicacién es sustancialmente mayor.

Un analisis sucinto nos permite decir que, si partimos de una referencia valida
para contar el tiempo, por ejemplo 1730, donde comienzan a vislumbrarse los
primeros sintomas de la llamada Revolucion Industrial, podemos aceptar que
demandé 100 afios, hasta 1830, el perfeccionamiento y la utilizacién de la
maquina a vapor de Watt y el telégrafo de Morse.

Entre 1830 y 1905, es decir en los 75 aflos siguientes, se logré desatrollar el
teléfono, la lampara eléctrica, el motor a explosion, el telégrafo sin hilo,

el vuelo aéreo y el tubo electrénico de rayos catddicos.

Sesenta afios mas tarde, entre 1905 y 1965, se obtienen el primer computador
analdgico, el computador digital, el transistor, los diversos lenguajes de
programacion, comenzando por el Fortram, los satélites y el comienzo de las
comunicaciones satelitales y el casete de audio.

En 20 afios, desde 1965 hasta 1985 se logran obtener y aplicar comercialmente:
el circuito integrado, el video juego y el video reproductor, se comienza a trabajar
en Internet, el chip electrénico, el fax; el sistema operativo DOS, el teléfono celu-
lar, el CD-ROM.

Desde 1985 hasta hoy han pasado tan solo 16 afios y entre otros avances
notables se encuentran la fibra éptica, el microprocesador, el desarrollo
incesante de Internet, el aumento en la capacidad y velocidad en acumulacion,
procesamiento y transmisién de datos, la realidad virtual, la television digital

y un sinnimero de aplicaciones de la tecnologfa digital en los mas variados
campos.

Como estamos comprobando en nuestros dias, el formidable crecimiento
tecnoldgico ha potenciado la informatica, que es seguramente la protagonista
descollante que define esta época y que ha impuesto incluso su vocabulario.
¢Qué ocutrira en este iniciado siglo? ¢Hacia donde se desplazaran los
conocimientos? ¢Se habra llegado al fin de esta era? ;:Como sera la nueva era
post informacién? ¢Cuando apareceran los primeros sintomas? ¢Se mantendra
el crecimiento exponencial de los conocimientos?

Son sélo algunos apasionantes interrogantes todavia sin respuestas.

i
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Un problema

relacionado con el cubo

Yy su resolucion por medio
de un Teorema de Euler

|
Por Juan Carlos Lopez (*)

El problema a resolver es el siguiente:
construir un cubo por sus aristas utilizando,
para éstas, un alambre que no tiene cortes y que
es lo mas corto posible. Cada arista puede ser
recorrida por el alambre las veces que se desee.

Por ensayos con alambre o haciendo dibujos,
se obtiene el valor de 15 metros.;Podra
obtenerse con menos alambre?

Se puede ensayar tomando el dibujo del cubo
como un grafo (dibujo formado por lineas).
Convendsria, para fijar ideas, empezar con fi-
guras mas sencillas, como un cuadrado de 1
metro de lado.

BOLETIN MATEMATICA 8.p65 5

Se ve que se necesitan 4 metros de alambre.
Ninguna arista tiene doble alambre.
En el grafo

1m.

es necesario que uno de los lados tenga do-
ble alambre. Su longitud sera:
1=5m+2v2m=7, 82 m

Aparentemente, este problema es similar al
de dibujar un grafo de un solo trazo sin le-
vantar el lapiz y sin pasar dos veces por la
misma linea, que ya fue resuelto por el ma-
tematico Euler y que dice: “la condicion necesa-
ria y suficiente es que, de cada uno de los vérti-
ces del grafo parta un numero par de lineas,
excepto, a la sumo, dos vértices, en que ese
namero de lineas que parten puede ser impar.”
Enlos grafos anteriores tenemos, en los vérti-

ces:
2 2 3 3
2 2 3 3

27/07/2005, 11:11
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El primero entra dentro del enunciado del
teorema. El segundo no, pero si duplicamos
una arista, si:

Esto entra dentro del enunciado del teore-
ma. He aqui el trazo (o su equivalente con
alambre):

Volvamos ahora a nuestro cubo que, pro-
yectado sobre el plano, es un grafo.

Tiene nada menos que 8 vértices con nume-
ro impar de lineas salientes, pero si se dupli-
can 3 aristas, queda en la forma

que es la solucion del problema con el mini-
mo de alambre (ya que al grafo original se
agregan las 3 lineas mas cortas que es posible
trazar y se deja el maximo de 2 vértices con
namero impar de salidas). Contando el nd-
mero de aristas recorridas se llegaa 15, 0 sea
que la longitud de alambre minima es 15 (*) Profesor de la Facultad
metros, que coincide con el resultado obte- de Ciencias Econémicas
(U1l nido por ensayo y error. y Empresariales

Dic2001 _ [Wia]
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El denominado:
“Enfogue monetario de
la balanza de pagos” .

Por el Prof. Alfredo Eduardo

Existen expresiones que suelen ser dificiles
de interpretar, especialmente para quienes
leen o escuchan temas econémicos. Muchos
estudiantes se han acercado pidiendo aclara-
ciones sobre lo que se ha querido sefialar con
esa expresion. Aunque para algunos el con-
cepto es elemental, para otros es confuso.
Trataré de explicarlo brevemente:

La expresion es relativamente reciente. Son
manifestaciones que se acufan, dentro de
estudios e investigaciones de ciertos analistas.
En este caso correspondieron las apreciacio-
nes a los economistas, J.Polak, R.Mundell y
H. Johnson, integrantes del centro de inves-
tigaciones del FMI, y de sus alumnos de la
Universidad de Chicago. La investigacion fue
realizada enla década de los afios cincuenta y
sesenta.

Se parte dela concepcion, ya conocida, de un
mercado de dinero en equilibrio, o sea:

Ms
=L(R)Y) O]
P

Donde:

Ms=oferta monetaria (determinada por
el banco central)

P = nivel de precios

R =tipo de interés

Y =renta nacional

L (R, Y )=demanda de dinero agregada real

Laigualdad (1) sefiala que la oferta monetaria,

BOLETIN MATEMATICA 8.p65 7

Villafaiie (*)

en términos reales, es igual a la demanda de
dinero en los mismos términos. Si introdu-
cimos ahora E, que identificamos como el
valor en moneda nacional de los activos
externos del banco central y A, que serfa el de
sus activos internos, equivalente al crédito in-
terno; y aplicando el multiplicador de mone-
da K (que vincula los activos del banco cen-
tral con la oferta de moneda) se tendra:

Ms= K(E + A) 0)

La variacion de las reservas exteriores en un
lapso determinado, AE, en el caso de un pais
cuya moneda no sea divisa reserva, es igual al
saldo de su balanza de pagos. Relacionando
(1) con (2), nos da pié para expresar las reser-
vas externas del banco central como:

1
E=—FPL(RY)-A ®)
K

Suponiendo K constante, el superavit de la
balanza de pagos sera:

1
—|APLRY)] - AA @)
K

AE=

Precisamente, esta ecuacion es la que resu-
me el enfoque monetario.

¢ Qué nos expresa uno de los términos de
(4) ? - Nos indica las vatiaciones de la deman-
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da nominal del dinero, y nos dice que - si
todo lo demas permanece constante - un
incremento de la demanda de moneda reper-
cutird en un superavit en la balanza de pagos;
y un aumento de la oferta monetatia, man-
tendra el mercado de dinero en equilibrio.
El otro término de la ecuacion del saldo de la
balanza de pagos, refleja los factores de la oferta
en el mercado de dinero.

Si todo lo demas permanece constante, un
aumento del crédito interno incrementa la
oferta monetaria en relacion a su demanda;
en este caso la balanza debera reflejar un défi-
cit para disminuir la oferta monetaria y resta-
blecer el equilibrio en el mercado monetario.

Como el concepto existente sobre la balan-
za de pagos es que ésta es igual a la suma de
la cuenta corriente y la cuenta de capital, sin
incluir aqui las reservas, gran parte de los
analisis y estudios explicaban las variaciones
dela balanza de pagos como el resultado de
las variaciones de la cuenta corriente o de su

cuenta capital. El enfoque monetario ha con-
tribuido, en el sentido que destaca que en
muchas situaciones, los problemas de la
balanza de pagos son el resultado directo de
desequilibrios en el mercado monetario y,
en consecuencia, una solucioén basada en la
politica monetaria puede ser la mas apropia-
da. Con éste razonamiento, un déficit pro-
nunciado de la balanza de pagos podtia ser
el resultado de un exceso en la creacion de
crédito interno. El enfoque monetario su-
giere que un déficit setfa el resultado de una
disminucién de la demanda de exportacio-
nes.

Estos enfoques monetatios, constituyen un
instrumento analitico muy util, aunque su
aplicacion deba realizarse con cautela en la
busqueda de soluciones a problemas
macroeconomicos. Es bastante interesante
en su aplicacién en politicas econdémicas, so-
bre todo ante los problemas producidos por
las variaciones de la demanda de dinero y
oferta monetaria interna.

Resumiemdo: el enfoque monetario de la balanza de pagos es una forma de anali-
garla, que sugieve que las variaciones de las veservas del banco central pueden ser
interpretadas como el resultado de los cambios en el mercado de dinero. Esto surge

de la estrecha relacion entre la balanza de pagos de un pais y su oferta monetaria.

Bibliografia: The Monetary Approach to the Balance of Payments-

FMI-1977
(*) Director del Instituto de
Investigaciones Econdémicas
de la Facultad de Ciencias
Econémicas y Empresariales.
Illl Universidad de Motén
Dic2001  [wTTa]
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Sistemas de
ecuaciones lineales

Método de eliminacion de Gauss vs. Regla de Cramer

Por el Prof. Angel Ferrari (*)

1.- Introduccion.-

Sean m y n dos enteros mayores que 1. Consideremos
el sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas,
definido por:

Ay X Fag g Foosws +a x =b

2.2 nn 1

a, X ta,x, +..... +a x =b,

- dnn - <l n -
............................. (1

..... =b

Sillamamos A ala matriz de m por n de coeficientes del
sistema, B a la matriz de m por 1de los términos inde-
pendientes, y X a la matriz de n por 1 de las incognitas, es
decir:

"
b X
VR WA I 1 !
b, X,
VY PO a,,
A = i 5 B= 5 X: 5
WO SO W b, X

entonces ( 1) se puede expresar mediante la siguiente
ecuacion matricial:
A-X=B (2)
A su vez, si llamamos 1 ala j-ésima columna de A,
j=1,...,n, esto es: ay;
a,

A=

j

B

(**) Suponemos, obviamente, que A no es toda nula. S{
podria serlo B.

BOLETIN MATEMATICA 8.p65 9

(2) puede escribirse como

anl Al = B

=1

(3)

Obsetvemos, ademis, que A',A’%...,A"B
son vectores del espacio vectorial R™.

Llamemos r al rango de la matriz A;

r’ al rango de la matriz de m por n+1:
A|B, conocida como matriz ampliada o
matriz orlada del sistema.

Es claro que

1< £< min {mn} (4)
1< ¢ < min {m,n+1} (5)
t=r 6 ¢=r+l (6)

2.- Campo de aplicacion

Tanto el Método de Eliminacién de Gauss
(E.G.) (triangulacién), como el Gauss-
Jordan (G.].) (diagonalizacion), pueden apli-
carse a sistemas cualesquiera sean my n, en
tanto que la Regla de Cramer s6lo se aplica a
sistemas con m = n (cuadrados) y que adenmzis
sean compatibles determinados, es decir, el caso con

|A| =0.

En cuanto alas diferencias entre los dos pri-
meros, obviamente triangular una matriz
requiere de muchas menos operaciones que
diagonalizarla. Pero G.J. ofrece la solucion
del sistema, cuando existe, explicitamente y
también provee, cuando existe, la inversa de
A. Ambos métodos proveen el determinante
de A cuando es cuadrada (los detalles se brin-
dan en el Apéndice).

A continuacion mostraremos el aspecto que

27/07/2005, 11:11
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adquiere la matriz A tras la aplicaciéon de G.J.,
en todos los casos posibles de sistemas de
ecuaciones lineales.

2.1.- m> n

2.1.1.- Las n columnas de A son linealmente
independientes, es decir, r = n. En este caso,
la aplicacién de G.J. a la matriz A arroja el
siguiente resultado (supondremos, sin
pérdida de generalidad, que las filas nulas se
producen en la parte inferior y las columnas
nulas ala derecha):

Ejemplo 1.- Sea A

10-2
-121
5-13
4-45

La aplicacién de G.J. pivoteando sobre la dia-
gonal es:

o2 10 2 10 2
d21 032 4 01_-1/2
513> 01 13 =0 025/2=
445 0-4-13 00 11
100
010
= 001
000

2.1.1.1.- B pertenece al subespacio de di-
mension n generado por las columnas de
A.

Al ser éstas linealmente independientes,
existe una unica manera de expresar a B
como combinacion lineal de ellas.

BOLETIN MATEMATICA 8.p65 10

Por lo tanto, el sistema es compatible deter-
minado.
r=r=n

Ejemplo 2.- Sea A como enel Ej. 1 yB:
N
-1/15
13/15
53/30
1/3

B=

La aplicacion de las mismas transformacio-
nes anteriores, pero ahora sobre la matriz
ampliada A |B, da por resultado

o2 |-1/15 10 -2]-1/15
121013/15 0 2] 1| 4/5
5-13(53/30 = 0-1 13 | 21/10
4-45|1/3 0-4-13 | 3/5
10 2 | 1/15 1.0 0
11/2 ] 2/5 010

=0 0 52 = 0 0 1
00 11 | 11/5 0 0 0

De la dltima tabla surge explicitamente:

a) la (4nica) solucion del sistema es
X = 1/3;x2: 1/2: X, = 1/50

b) r=¢r=3.

2.1.1.2.- B no pertenece al subespacio de di-
mension n generado por las columnas de A.

(*) De acuerdo con (3), esto es equivalente
adecir que

1/3;1/2;1/5

son las coordenadas de B en la base forma-
da por las columnas de A.

27/07/2005, 11:11
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En este caso, la expresion (3) no es posible
o, lo que es lo mismo, el sistema es
incompatible; ¥ =n + 1

Ejemplo 3.- Si modficamos el b, del ejem-
plo anterior dejando los de més b, inalterados
(por jemplo b,'=7/3), B’yano pertenecera
al subespacio generado por las columnas de
A. Las transformaciones que sufre este
sistema al aplicar las mismas operaciones de
pivoteo segin G.J., son idénticas a las del
ejemplo anterior excepto en el elemento b,
quedando como matriz final, la siguiente:

1 0 0]1/3
0 1 0|1/2
0 0 1|1/5
0 0 0] 2

De esta matriz transformada, resulta clara-
mente lo que a través de Rouche-Frobenius
€s oscuto:

r=3;r=4

b) el sistema es zncompatible: Ox + Ox, + Ox, =2

2.1.2.- Las columnas de A son linealmente
dependientes, por lo tanto, el subespacio gene-
rado por ellas sera de dimensién r < n.
Entonces, un vector arbitrario B, o bien no
puede expresarse como combinacion lineal
de las columnas de A (no pertenece al
subespacio que ellas generan), o bien se pue-
de expresar de infinitas maneras (por no cons-
tituir una base dichas columnas): el sistema
sera o bien ncompatible o bien compatible inde-
terminado. Bl resultado de aplicar G.J. arroja
una matriz de la forma:

BOLETIN MATEMATICA 8.p65 11

0...0x...x
01...0x...x
ro.. X...X
00..1Tx..x
0. 0...0
n-r ............
0 00...0
0 00...0
mn .............
0 00...0

Ejemplo 4.- Tomamos las mismas dos pri-
meras columnas de los ejemplos anteriores,
pero como tercera ponemos una columna que
pertenece al subespacio que generan aquéllas

0-3 10 -3 10-3
T2 -5 0—8 01 -4
5111 =014 = 000
4 4 4 0 -416 000

2.1.2.1.- El vector B pertenece al subespacio de
dimension r generado por las columnas de
A.

r=+r < n.

Sistema compatible indeterninado.

Ejemplo 5.- A la matriz anterior la amplia-
mos con un B que pertenece al subespacio de
dimension 2, generado por sus 3 columnas.

1 0 34

10-3| 4
-1 2 518 01-4] 6
5-1-1114 =...= 000 0
4 4 4 -8 000 O

De donde resulta evidente que las infinitas
soluciones se obtienen dando un valor arbi-
trario a x, y despejando x, y x, - (Obviamen-
te, si se hubiera pivoteado de otra manera,
las variables dependientes serfan otras).

x, =4+ 3x,

X, =6+ 4x,

de Calculo y Estadistica en diversas

I (*) Profesor en Laboratorio
Facultades de la Universidad de Moron
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Una aproximacion didactica
~_aladeterminacion del
optimo bajo monopolio puro

|

Por el Dr. José Luis
Iparraguirre D'Elia (¥)

Por pedido expreso de nuestros lectores,
tenemos el agrado de repetir en forma com-
pleta este trabajo, publicado por partes en
los boletines N°s: J, 6y 7

1 ) Introduccion

La enseflanza a través de un tratamiento
matematico completo de la maximizacion del
beneficio de un monopolista presenta difi-
cultades aunque se trate del caso mas sencillo
de una planta, un solo producto, un solo
mercado (no discriminacién ) y dos factores
productivos de los cuales es tomador de pre-
cios. A pesar de que se establezcan formas
funcionales sencillas, como una demanda li-
neal del producto que vende el monopolista
y funcién de producciéon hiperbdlica sin cam-
bio tecnoldgico.

Los escollos se hallan en que se debe tratar
con un sistema de ecuaciones cuadraticas y de
mayor grado, incluso segun las especificacio-
nes funcionales adoptadas, lo cual general-
mente excede el bagaje de conocimientos del
alumnado hacia la etapa de la carrera en que
aparece este contenido.

En este trabajo se presenta una determina-
cién rigurosa de la solucién del problema sin
necesidad de recurrir al analisis matematico
de funciones no lineales a partir de describir
en etapas el razonamiento implicito en el
analisis que realizarfa el monopolista.

El método que se pone a consideracion posee
la ventaja de aunar el razonamiento en térmi-
nos econémicos con la formalizacién en
ecuaciones y con la utilizacién de conceptos que
los alumnos previamente han adquirido, tales
como isocuantas, isocostos, curvas de deman-
da, maximizacion de funciones lineales de dos
variables sujetas a una restriccion, etc.

Sibien las expresiones parciales, asi coma la
expresion final del beneficio 6ptimo, son
cuadraticas, en realidad estin comprendidas
integramente por coeficientes constantes y
por valores previamente alcanzados por las
variables intervinientes.

2) El problema

Vamos a suponer la existencia de un merca-
do monopdlico que presenta una demanda
lineal :

P=A-b.Q (1)

Donde: Pes el precio ; Qla cantidad ; Ay b
constantes positivas

Supongamos, ademas, que este monopolista
tiene una funcién de produccion de dos facto-
res, capital y trabajo, que puede describirse as :
Q=K.L (2)

Donde K es el capital y L el trabajo.
Ademis, la funcién costos totales es (des-
preciando los costos fijos ) :
CT=r+.K+w.L (3)

Donde reslatasadeinterésy w el salario,
los cuales estan dados , es decir que el mono-
polista es un tomador de ambos precios.
Si el ingreso total es igual al precio por la
cantidad, o sea:

IT=P.Q (4)
El beneficio total sera :
BT =IT-CT (5)

El problema de optimizacién se podria
expresar como la maximizacién de la funcion
de beneficio (5), la cual tras los corres-
pondientes reemplazos queda :

maxBT = (A-b.K.L).KL-r.K-w.L

(6)

El primer término no es lineal, lo cual acarrea
dificultades para presentar formalmente la
resolucion del problema, por cuanto se tendrfa

Dic2001 _ [Wia]
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{dBT/dK=A.L-b.2.K.L2 -t (7)
dBT /dL =A.K-b.2.L.K-w ()
La resolucion de este sistema de ecuaciones
no lineal suele no estar comprendido en los
cursos de matematica hasta el momento en
que aparece este topico en las asignaturas del
area de economia.

No obstante ello, puede recurrirse a un proce-
dimiento por etapas de determinacion del pun-
to 6ptimo, el cual tiene la ventaja adicional de
seguir mas de cerca el razonamiento que realiza-
rfa el empresario monopolista.

3 ) El procedimiento por etapas
En primer lugar el empresario debe definir
qué dotacion de cada factor utilizara dada su
restriccion de costos : presupuesto total , cos-
to salarial y de capital. (ecuacion 3)

Para ello se recurre al conocido resultado de
igualacion de la recta de isocostos (3) con la
curva isocuanta mas elevada que surge dela
funcién de produccion. (ecuacion 2)

LLa combinacién 6ptima de cada factor es
aquella en la cual la recta de isocostos es
tangente a la curva isocuanta.

Lo b o 2 o
CT=wL+rK

K >

Grifico 1

El monopolista elegira la combinacién Lo -
Ko conla cual podra producir la cantidad Qo
maxima alcanzable dada la restriccion de cos-
tos dela ecuacion 3.

Podemos expresar analiticamente este punto,
a partir de un problema de maximo condicio-
nado de ecuaciones lineales de dos variables.
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Seala familia de isocuantas (en el plano L., K)
Q=K.L (2)
Sujeta ala ecuacion de costos
CT=r.K+w.L (3)
LLa maximizacion requiere en primer lugar
construir el Lagrangiano :
H=K.L+A(r.K+w.L-CT) (9)
Se obtienen las derivadas parciales primeras
con respecto a K y con respecto a L,
igualandolas a cero.
dH/dK=L+A.r=0 (10)
dH/dL=K+A.w=0 (11)
La resolucion del sistema de ecuaciones da
como resultado que el ratio 6ptimo de capi-
tal y trabajo debe ser igual a la proporcion
de salario e interés.
(12)

Ko _ w
Lo r
Hasta aqui el monopolista sabe que debe
elegir la cantidad Ko de capital y la dotacion
Lo de mano de obra tal que, la proporcion
Ko/Lo seaigual al precio relativo de ambos
factores (w/f), siendo wyr los datos.
Por supuesto, este resultado no es otro que
la igualdad de la productividad marginal de
cada factor dividida por su costo.
En términos generales :
PmgL PmgK

r - w

(127) (%)

La relacion anterior puede expresarse en
funcion de cada uno de los factores
Ko=(w/tr).Lo (13)
Lo= (t/w).Ko (13)
Con los resultados antetiores, de la funcion
de costos se desprende que :
CT=2.w.Lo (14)
O, de manera equivalente, en términos de la
dotacién 6ptima de capital ,
CT=2.r.Ko (147
Es decir que en términos de costo total, la
cantidad de factores optima es :
CT CT
Lo=—— (15) y Ko=—— (15"
2w 2r

Estas expresiones de dotacién de cada fac-

(*) ver apéndice
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tor, 6ptima desde el punto de vista asignativo
son aplicadas en la funcion de produccion (2)
alos efectos de conocer cual es la cantidad de
producto denotada por la isocuanta Qo del

grafico 1.
Qo=Ko.Lo
CT CT
Qo=— - —
2r 2w
CT?
Qo = (16)
4.r.w

Dado que se deben producir Qo unidades
de producto, valor conocido pues en la
expresion (16 ) ya no hay incognitas, se
puede reemplazar esta expresion en la funcion
dedemanda (1), para calcular cudl es el precio
que debe fijar el monopolista para maximizar
su beneficio.

Se obtiene :

CT?
Po=A-b

(17)
4.r.w

Conocidos el precio 6ptimo y la cantidad 6p-

tima, se calcula el ingreso total correspon-

diente, reemplazando las expresiones (16) y

(17) enlaecuacion (4):

CT? CT?

ITo=(A-b

)- (18)

4.r.w 4.r.w

Ahora ya se conoce el valor del ingtreso total
y del costo total correspondientes a la com-
binacién 6ptima de factores. Por ende, pue-
de calcularse a cuanto asciende el beneficio
total 6ptimo del monopolista, reemplazan-
do las expresiones (17) y (3) —esta ultima
paraL=TLo,y,K=Ko-

enlaecuacion (5):

Crr cCr

BTo=(A-b ). - CIo

41w 41w
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(wLo+tKo)* (wlLo +tKo)
BTo=[A-b 1 -

4w
19)

41w

- (wLo+1Ko)

Y este es el valor de beneficio total que se
querfa obtener : el maximo alcanzable por este
monopolista, dados todos los parametros y
constantes estructurales del problema: el costo
de cada factor, el presupuesto total asignado a
la produccion, la funcién de produccion y la
demanda del producto que vende.

Ademias, la expresion de beneficio total esta
expresada en funcién de ambos factores de
produccion, lo cual la constituye en base de
estudios acerca de regulacion 6ptima, inci-
dencia impositiva, etc.

4. Ejemplo numérico

Sean las siguientes, las funciones de deman-
da y de costos que enfrenta un monopolista:
Funcion de demanda :

P=A-b.Q =15-0,25Q

Funcion de costos :
CT=w.L+r.K=5.L+10.K =100
LLa cantidad 6ptima a producir segtn la ex-
presion (16) , asciendea:

CT? 100*
QO = = =50
4.r.w 4.10.5
Para poder colocar esta cantidad en el mercado,

el monopolista debe fijar un precio que viene
determinado por la funcién demanda:
P=15-0,25.Q

Po=15-0,25.50=2,5

Con el dato del precio yla cantidad 6ptimos,
el ingreso total correspondiente puede
calcularse a partir de la expresion (4):
ITo=Po.Qo=2,5.50=125

Dado este valor de ingreso total, y el dato de
que el costo CT es igual a 100, el beneficio
total maximo surge por diferencia:

BT max. = ITo-CT

BT max. = 125-100 =25
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J.-Apéndice

Resulta facil demostrar que la no linealidad
no ocurre bajo condiciones de competencia
perfecta, pues en este caso el precio de venta
no esta en funcién de la cantidad producida,
sino que es constante e igual al precio de equi-
librio del mercado (la demanda dirigida a
una firma bajo competencia perfecta es
infinitamente elastica).

Recordemos que bajo monopolio, el mono-
polista se enfrenta ala demanda de mercado,
con lo cual segun la ley de la demanda, se
desea aumentar la cantidad vendida, deber2
reducir el precio de venta del producto.
As{, en términos generales , la funcién de
demanda en monopolio es:

P=P(Q)
O, lo que es lo mismo:

P=P[FKL)]
Esto introduce la no linealidad , pues el in-
greso total viene dado por:
IT=PQ
Es decir que puede expresarse en términos
de los factores de la produccion
IT=P[F(KL)].(KL)
Mientras que en competencia perfecta ,la
demanda se expresa por:
P =P*
Tal que al precio P* se equilibre el mercado,
es decir:
Qd(P*) = Qs(P¥*)
Donde Qd es la cantidad demandada en el
mercado y Qs , la ofrecida.
Asi, en competencia perfecta el ingreso total
viene dado por:
IT=P:Q
IT=P* .(K.L)
La expresion correspondiente del beneficio
total en competencia perfecta es:

BT =P*KL-r.K-w.L

La obtencién del maximo beneficio bajo el ré-
gimen de competencia perfecta puede plantear-
se, entonces, como un problema de
maximizacion de una funcién de dos vatia-
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bles.

Max BT = P*K.L-r.K-wL

Se procedera a derivar con respecto de K, yde L.
y seigualard a cero como condicion necesaria.

dBT
—=P*L-r=0
dr

dBT
—=P"K-w=0
dL

Este sistema de ecuaciones lineales es de facil
resolucion para los alumnos de la etapa de la
carrera en que se introducen en esta tematica.
Como sabemos, el resultados es:
Le=w/P"

i(“l’ =r/P

Donde el super indice cp denota que son la
dotacién de trabajo y capital que optimizan
la asignacion de factores.

Es decir que se obtienen las condiciones de
optimizacién habituales de igualacion del pro-
ducto marginal de un factor a su precio.
Tengamos en cuenta al respecto que, dada la
funcién de produccion elegida, el producto mar-
ginal fisico de un factor es igual al otro factor.
En términos matematicos:

dQ
——= L (producto marginal fisico del capital)
dK
dQ (producto marginal fisico del trabajo)
— K
dL

No obstante que se halla al alcance del alum-
nado la determinacion del resultado dptimo bajo
competencia perfecta a partir de plantear la
maximizacién del beneficio total, encuentro que
posee utilidad didactica la aplicacién del mecanis-
mo por etapas, descripto mas arriba también al
caso de competencia perfecta, por cuento vincula
los aspectos matematicos con el razonamiento
econémico, de manera similar al desctipto bajo
monopolio, excepto, claro estd, enlo que se refie-
re ala demanda dirigida ala firma.

(*)Sub director de la carrera de Licenciado en
Economia de la Facultad de Ciencias Econémicas
y Empresariales de la Universidad de Moron.
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Instituto de Investigaciones de Matematica Aplicada

Investigaciones en curso.

Gestion financiera

de la empresa

Abstract:

Desarrollo de un estudio compilado de la
gestion financiera en la empresa, grande o
mediana, a partir de:

a) el contexto amplio en el cual se desenvuel-
ve el sistema financiero argentino;

b) el escenario conceptual parala compren-
sion de la gestion financiera y de procesos y
datos subyacentes, en las técnicas de analisis
financiero;

¢) las herramientas de andlisis financiero fun-
damentales para obtener respuestas signifi-
cativas (ratios, punto de equilibrio, leverage) ;

Director
Dr. Roberto Dominguez

d) el planeamiento cientifico de la actividad
(presupuestos y evaluacion de proyectos de
inversion) ;

e) la determinacion del costo de capital, clave
para fijar objetivos;

f) la administracion racional del capital de tra-
bajo, generadora de la rentabilidad;

@) la estructura de financiamiento e inver-
sion del negocio;

h) instrumentos de pago del comercio inter-
nacional

Derivados financieros
(futuros y opciones)

Abstract

Se explicara la forma en que operan los pisos
de futuros y opciones, los agentes que inter-
vienen, las caracteristicas de los contratos, los
tipos de 6rdenes, etc.

Se expondran la forma de operaciones de
coberturas, mostrando ejemplos practicos.
Se estudiaran los mercados de divisa, tasas
deinterés a corto plazo, largo plazo, e indices
accionarios, etc., presentando las caracterfsti-
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Director
Dr. Enrique Burcet

cas de los principales contratos y la forma en
que se efectian las coberturas.

Se estudiaran los mercados de opciones so-
bre futuros abarcando su concepto, tipo de
opciones, explicacion de las variables, calculo
del precio por medio de la férmula de Black
Scholes y sus principales estrategias. Anali-
sis de la bibliografia.
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Instituto de Investigaciones de Matematica aplicada
Investigaciones en Curso

La eficiencia de Pareto
en la programacion Meta

Director: Ing. Luinor E. Vilches

Abstract.

La programacién meta introducida por
Charnes y Cooper, es un método
multiobjetivo que permite solucionar pro-
blemas econémicos reales, en los que cortien-
temente se presentan vatios objetivos simul-
taneos y conflictivos entre si. Los tipos de
problemas que pueden resolverse con ese
método son muy variados y aun de indole
muy compleja..

No obstante, surgi6 la objecion de que en
ciertos casos, en los que existen soluciones
alternativas, el mencionado método no ase-
gura una solucién Pareto 6ptima y puede
dar una solucién dominada, es decir , que
existe una mejor solucién que la dada.

Para solucionar el problema planteado se
desarrollaron métodos interactivos, como el
de Hwang y Masud, y test de verificacion y
correccion de soluciones, como el de Hannan
y el de Carlos Romero.

También estan en etapa de desarrollo pro-
gramas especificos de computacioén, como el
GPSYS , del Mathematical Programming
Group de la Universidad de Portsmouth,
de Gran Bretana.

La verificacion y correccion mencionadas son
importantes porque ratifican la vigencia del
método de programacion meta, de aplica-
cién mas sencilla que los demas métodos de
decision multicriterio que se han desarrolla-
do y de resultados mas confiables en la
solucionn de problemas complejos, que es
donde los demas métodos flaquean.
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