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(*) Ver primera parte en el
Boletin Matematico N° 16,
octubre 2008.

(**) Ivestigador de la Facultad
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METODOS PARA ESTIMAR EL
COMPONENTE CIiCLICO EN
SERIES TEMPORALES, CON
APLICACIONES AL PRODUCTO
BRUTO INTERNO POR
HABITANTE EN ARGENTINA
Segunda Parte (*)

Por el Dr. José Luis Iparraguirre D " Elia (**)

2.e. Filtro de Christiano-Fitzgerald

El filtro de Baxter-King asume, como vimos, que la
tendencia responde a un promedio finito con ponderaciones
simétricas. En cambio, el filtro desarrollado por Christiano y
Fitzgerald (2003) utiliza un promedio con ponderaciones
cambiantes no simétricas. Dado que este filtro permite que
los ponderadores varien segin cada observacién, se
considera un filtro mas flexible que el de Baxter-King.

Asimismo, recordemos que para estimar el ciclo
segun el filtro de Baxter-King, perdimos una misma cantidad
de observaciones al comienzo y al final de la serie (en
nuestro caso, 3). En cambio, el filtro de Christiano-
Fitzgerald es asimétrico, es decir que puede computarse
para los valores extremos de la serie. Esta asimetria se
obtiene utilizando toda la informacién disponible en cada
periodo (tanto hacia adelante, como correspondiente a los
periodos anteriores) para proceder al filtrado de la serie. El
algoritmo del promedio ponderado en si se supone que sigue
un modelo de camino aleatorio. El componente ciclico segin
el filtro de Christiano-Fitzgerald se obtiene a partir de la
siguiente expresion:
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=By, +By.,++Br  yr +B vy, +By  +..+B ,y,+By

donde
B - sin( jb) —.sm(]a) sl
Y
B, = b—a
T
21
a=—
Py
21
b=—
P

p, es el periodo de oscilaciéon inferior , p, el periodo de
oscilacién superiory 2 <p,6 < p,< 0. (Las series mayores a
p, Yy menores a p, son capturadas por el término c,). Para
datos anuales, los valores sugeridos de p, y p, son 2 y 8,
respectivamente. Finalmente, B, son funciones lineales de
los ponderadores B;:

=7
=
o~
|
=~

La Figura 8 presenta el componente ciclico del PBI
por habitante de la Republica Argentina entre 1950 y 20086,
segun el filtro de Christiano-Fitzgerald.

Republica Argentina
PBI por Habitante 1950-2006
Componente Ciclico Anual - Método de Christiano-Fitzgerald
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Figura 8




2.f. Método de Beveridge-Nelson

Mencionamos en la introduccién que la visién
tradicional de una serie de tiempo es que la misma puede
descomponerse en elementos ortogonales no observables
—principalmente, el tendencial, el ciclico, el estacional y el
término de error—. Nelson y Plossner (1982) argumentaron
que si la serie de tiempo es no estacionaria —como por
ejemplo, es el caso de la mayoria de las series macro-
econdmicas—, es decir, si presenta raices unitarias en su
representacion autorregresiva, el componente tendencial no
puede ser considerado deterministico sino un proceso
estocastico que define el comportamiento de largo plazo de
la variable, mientras que el componente ciclico solamente
es transitorio, es decir que las fluctuaciones se disipan con
el tiempo. Los cambios observados en la serie son resultado
de ambos componentes.

Qué persistentes sean los efectos de las
perturbaciones depende de la importancia relativa en el
comportamiento de la serie de cada uno de los dos
componentes: la tendencia estocastica de largo plazo y el
ciclo de corto plazo. Hemos aplicado el método de ratio de
varianzas de Cochrane (1988) (ver Apéndice) y hallamos
que el ratio tiende a un valor constante (~0.65), con lo que
la serie de PBI de la Republica Argentina por habitante entre
1950y 2006 es estacionaria y siempre regresaria a su valor
tendencial de largo plazo si es afectada por choques
temporarios. El valor obtenido indica, ademds, que la
varianza del componente tendencial estocéastico explica
alrededor de dos tercios del total de la varianza de la serie,
con lo que el elemento temporario solamente explicaria el
tercio restante.

Beveridge y Nelson (1981) propusieron un método
de descomposiciéon de series de tiempo univariadas y
multivariadas (aunque solamente trataremos las primeras
en este articulo) en componentes permanentes vy
transitorios —ambos estocasticos— que permite asimismo la
existencia de correlacion entre ambos. El componente
permanente se modela como un camino aleatorio con
tendencia o deriva (random walk with drift). La tendencia



(1) Ver el trabajo reciente de Oh et al.
(2008) para un tratamiento mas
extenso de la descomposicién de
Beveridge y Nelson.

(2) Es decir que la serie de PBI es
integrada de orden 1, lo que significa
que en cualquier periodo t, el valor
del PBI (y, ) es igual a un valor inicial
Y, mMas la suma de todas las
perturbaciones aleatéricas entre el
periodo inicial y el periodo t. Es decir
que los residuos son de memoria
larga; los shocks aleatorios tienen
efectos perdurables en el tiempo.
Toda serie integrada de orden 1 se
puede transformar en una serie
integrada de orden cero aplicando
diferencias primeras (ver Enders,
1995).

(3) El orden de integracion de una
serie estd asociado a la cantidad de
raices unitarias de la misma —una
serie integrada de orden 1 posee una
raiz unitaria—. Ver Libanio (2005)
para una introduccién didactica a la
existencia de raices unitarias en
series temporales macroecono-
micas. Sosa Escudero (1997)
presenta un estudio pormenorizado
para el PBI de la Republica
Argentina. La referencia clésica es
Nelson y Posner (1982). Cualquier
texto de econometria (por ej., Stock
y Watson, 2007) o de series
temporales (como Enders, op. cit.)
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estocdstica se define como la predicciéon futura en el limite
(es decir, hacia el infinito) del valor de la variable menos
cualgquier componente deterministico —en otros términos, el
valor en el periodo actual mas el impacto a largo plazo de las
desviaciones transitorias de la serie de su valor de estado
estacionario. El componente transitorio, por su parte, que es
lo que se define como ciclo, surge de la diferencia entre la
serie original y la tendencia.

Este enfoque tiene implicancias econdmicas
importantes, mas excede el objeto de este articulo discurrir
sobre ellas. Solamente cabe resaltar que el método plantea
que el componente permanente de la serie temporal es
estocastico, con lo que todas las fluctuaciones se imputan a
la tendencia de largo plazo, mientras que los movimientos
transitorios registran cambios de corta duracion sucedidos a
lo largo del tiempo'. Un fendmeno econémico que podria
explicar el caracter estocdastico de la tendencia de una serie
temporal de producto bruto es el caracter aleatorio de
innovaciones con efectos permanentes en la actividad
econdmica (por ejemplo, el ferrocarril, los superconducto-
res, la nanotecnologia, etc).

El método consiste en hallar el modelo ARMA (p,q)
que mejor ajuste la serie de tiempo en cuestiéon. La
estimacion del filtro sigue un procedimiento en dos etapas:
primeramente, se aplica un filtro de diferencias primeras a la
serie para tornarla estacionariazy eliminar, asi, la existencia
de raices unitarias’ en la serie original, y en segundo
término, se estima la tendencia como un promedio movil
autorregresivo ARMA(p,q). ElI componente irregular se
sustrae de la serie original®.

Un modelo ARMA (p,q) se compone de un
componente autorregresivo (AR) de p periodos de rezago de
la serie de tiempo y, que se quiere modelar, y un promedio
movil (MA, moving average) de q periodos de los errores
estocasticos. El modelo puede representarse como:



4) Oh et al (2008) califican a este
método de extraccion del ciclo
siguiendo la descomposiciéon de
Beveridge-Nelson como el “de la
fuerza bruta”.

(5) Estadistico Dickey-Fuller
Aumentado para la serie de primeras
diferencias sin ordenada ni tenden-

cia:

-6.072200

Valores Criticos:
1% = -2.607686
5% = -1.946878

10% = -1.612999

)4 q
V=0 + D 0y +2 08, (10a)
P =l

donde,

{&;} es ruido blanco, es decir que
E(e) =0;

Var (g) =0 y
Vi#j,Cov(g€)=0

Asi, por ejemplo, un modelo ARMA (0,1) se

rgpresenta por
PPEF, e +0e,

mientras que un modelo ARMA (1,0) se representa por

Y, =0y +0,y,_, +&,

Para aplicar este método, en principio calculamos las
diferencias primeras de los logaritmos del PBl de la
Republica Argentina entre 1950 y 2006, con lo que
obtenemos las tasas anuales de crecimiento del PBI. La
diferenciacién torna a la serie estacionaria, con lo que
podemos rechazar la hipdtesis de la existencia de raices

Republica Argentina
PBI por Habitante 1950-2006

Primeras Diferencias
010 4

Ll WA A [
L Y

010 4

logarloge-n

Figura 9




((6) Tras estudiar los estadisticos
AIC, BIC y el Ljung-Box Q de este
modelo y los modelos alternativos
ARMA(1,0) y ARMA(1,2) el corre-
lograma indicaba la presencia de un
proceso AR(1).
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Luego, ajustamos esta serie segun un modelo ARMA
(p, g) y encontramos que el modelo ARMA (1,1) la
representa adecuadamente’. Obtenemos la siguiente
ecuacion (estadistico t entre paréntesis):

Ay, =—0.6413Ay, , +0.9618¢, ,  (lov)

(-5.97) (39.05)

Reemplazando los valores de y, por el logaritmo del
PBI en el periodo ¢, obtenemos los valores residuales en la
ecuacion (10b). La diferencia entre las primeras diferencias
logaritmicas de la Figura 8 y la curva de ajuste segun la
ecuacién (10b) corresponde al componente ciclico, cuya
repre

Republica Argentina
PBI por Habitante 1950-2006
Componente Ciclico Anual - Método de Beveridge-Nelson

0.15
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-0.15

1952
1955
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1967
1970
1973
1976
1979
1982
1985
1988
1991
1994
1997
2000
2003
2006

Figura 10

2.9. Método de Componentes no Observados de Harvey-
Clark y el Filtro Kalman

El método ideado conjuntamente por Harvey (1985)
y Clark (1987) supone que la tendencia responde a una
evolucién suavizada, por cuanto los choques
macroeconémicos provocan desviaciones distribuidas
segln una curva normal. Con este método, la serie se
descompone en un componente de tendencia local lineal
segln un modelo de camino aleatorio con tendencia o deriva

10



7) Para exposiciones didacticas
sobre el filtro de Kalman, ver Ribeiro
(2000) y Arnold et al. (2008); un
tratamiento exhaustivo puede
hallarse en Hamilton (1994). Ver
también la temprana presentacién en
castellano de Terceiro Lomba
(1978).

y un componente estocastico que corresponde al ciclo.

La serie puede definirse como:

Y, =my, +u, (11)
donde
L, =a.v, +8t (12)

es la tendencia y

u, :(I)lut—l +(|)2uz—2 TK, +6Kt—1, (13)

es el componente ciclico (los términos ¢, y K, se suponen
normalmente distribuidos).

En el sistema de ecuaciones anterior, la Unica
variable observable es y, —de alli que el método se conozca
como de 'componentes no observados'. Para resolver este
sistema, se recurre a un algoritmo llamado filtro de Kalman’.
El algoritmo se compone de una ecuacién de medida
(ecuacién 11) y una ecuacion de transicion (ecuacion 12),
también conocidos como componente de observacion y
estado, respectivamente. El filtro permite estimar la variable
no observada v, definida en la ecuacién 12 (conocida como
vector de estado) a partir de observaciones pasadas de la
misma y de la variable observada y,. Estas dos ecuaciones
forman lo que se conoce como una “representacién en el
espacio de los estados” (state-space representation). El
procedimiento es iterativo y requiere establecer un valor
inicial de la variable no observada v,, es decir, v,, para con
ello predecir el valor de v,.(el superindice p en la ecuacién
siguiente denota que es un valor predicho).

v =a.v, +g, (14)

Reemplazando (14) en (11) obtenemos:

yWw=mv/ +u =m.(a.v,+§)+uy, (15)
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Ahora bien, la ecuacién 15 estima o predice un valor
para la variable observable en el momento 1, que puede o no
coincidir con el verdadero suceso, es decir con el valor de la
variable en dicho momento. Definamos el error de
prediccién como:

i =y =y (16)

Este error de prediccién puede incorporarse en la
prediccién de la variable no observada para ajustar dicha
estimacion. Este valor estimado ajustado se acercard al
valor observado de la variable comparado con el valor
estimado en la ecuacidon (14); en otras palabras, habra una
'ganancia’ por incluir el error de prediccion dentro del
modelo. El filtro Kalman es el valor de la derivada parcial de
la varianza del error ajustado que permite minimizar dicha
varianza:

a __ p e

donde k7 es la ganancia

La varianza del valor ajustado de la variable no
observable es igual a:

VAR()=VAR}).(a—k,.m, )’ + k] .1; (18)

de donde,

1

VARWY).m  COV@©/!,yl)
[VAR@Y).m* +r]  VAR(y?) (19)

Recordando la definicién del coeficiente de
regresion lineal simple como el cociente entre la covarianza
de la variable dependiente y la independiente y la varianza
de la variable independiente, la expresion (19) indica que la
ganancia de Kalman equivale al coeficiente de regresion
lineal entre el valor predicho de la variable no observable y la
variable observada. El proceso iterativo lleva a utilizar el
valor ajustado obtenido en (17) en la ecuacién (14) y
obtener los valores para los siguientes periodos.

12



Hemos aplicado el filtro de Kalman para estimar los
parametros no observados de la serie de Producto Bruto
Interno por Habitante de la Republica Argentina entre 1950
y 2006, segun un sistema similar al (11)-(13), pero donde la
serie sigue un proceso ARIMA(1,1,1), segun los resultados
obtenidos en la seccién anterior. La Figura 11 presenta los
resultados.

Republica Argentina
PBI por Habitante 1951-2006 - Componente Ciclico Anual
Método de Componentes No Observados / Filtro de Kalman

0.008

0.006

0.004

0.002

2003
2005

Figura 11

2.h. Algunos conceptos de Andlisis Espectral

En econometria se acostumbra a analizar series de
tiempo, es decir sucesos de una variable acaecidos alo largo
de un lapso temporal, y el estudio de los ciclos corresponde
al andlisis de las variaciones o fluctuaciones de los valores
que las variables adoptan en el transcurso del tiempo. Sin
embargo, podemos estudiar el mismo fenémeno econémico
desde otra perspectiva, no centrdndonos en el transcurso
del tiempo sino en las caracteristicas de las fluctuaciones en
si: su frecuencia y amplitud, por ejemplo. Supongamos que
asumimos la existencia de ciclos de Juglar de 8 afos de
duraciéon en una serie de 40 anos, con lo que tendremos 5
ciclos de Juglar en total. Dado este supuesto, no nos
interesard saber cuanto duran, pues por la definicién
adoptada, duran 8 anos cada uno. Pero si nos interesara
conocer su amplitud, es decir hasta cuanto ascendié la

13
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variable durante la fase de expansién y cuanto cayé hasta
que la crisis alcanzé su piso. El andlisis espectral propone
este cambio de enfoque en una serie: pasar del tiempo al
ciclo o, en términos mds técnicos, pasar del dominio
temporal al dominio de frecuencias. Otro ejemplo es
remover el componente estacional en una serie de tiempo:
corresponde al componente de periodicidad igual a 12
meses.

Recordemos que algunos de los componentes de un
ciclo son:

- Periodo: distancia entre dos picos o dos pisos.

- Frecuencia: inversa del periodo. Mide la cantidad de
ciclos completos por intervalo de tiempo.

- Amplitud: distancia entre el valor maximo superior
(pico) o inferior (piso) y el valor en torno al cual
fluctia el ciclo. Cuanto mayor sea la amplitud,
mayor serd la variabilidad de la serie; una propiedad
importante es que la varianza del componente
ciclico puro (es decir, despojado de elementos
aleatorios o de error) es igual al cuadrado de la
amplitud.

Otro aspecto relevante es el desfase: cuando se
comparan dos o mas ciclos, es importante estimar el
desfase entre las series, es decir, es desplazamiento en el
tiempo de ambas. Por ejemplo, si dos ciclos son idénticos en
cuanto a los componentes antes mencionados, pero uno
presenta su pico en marzo y el otro en mayo, existe un
desfase de 2 meses entre ambas series.

Una serie de tiempo puede expresarse como una
combinaciéon de sinusoides (i.e. senos y cosenos) de las
diversas ondas en que puede descomponerse la misma —es-

to se conoce como transformada de Fourier—. En general,
[N/2]

X, =a+ Z[Aj cos(2n ft) +B;sin(2m f;1)] (20)

j=1
donde A y B son las amplitudes de las sinusoides, [N/2]

indica el nimero entero mayor o igual a N/2 con N igual al

14



tamano de la muestra, y £, (=j/N) denota la frecuencia.
intUtilizan teorema de Euler, segun el cual
"L ERNT) P IR o se9tn el ov

donde I =~/—1,

podemos descomponer una serie de tiempo X: en:

t=+o0

X, = Z c,eim (22)

t=—0

En esta representacién, los coeficientes c, se
conocen como coeficientes de Fourier y surgen de resolver
la siguiente expresion:

1 +1 i
c, = P IXte ‘dt (23)

El espectro requiere suponer que las amplitudes A y
B en (20) son variables aleatorias de distribucién normal
[N~(0,6%)]. La media igual a cero requiere, entonces,
trabajar con series normalizadas en torno a la media. Por
otra parte, puede demostrarse que la varianza de la serie
anterior es igual a la suma de las varianzas de los
componentes sinusoidales asociados a las distintas
frecuencias; en términos nﬁ}gﬁéticos:

oy =E{X,—a)’}= D> () (24)
j=1

A partir de (20) y (21), la varianza puede expresarse
en funcién de las frecuencias. El espectro equivale a la
varianza de la serie a cada frecuencia, con lo que es
inmediato calcular la contribucién de cada frecuencia a la
variabilidad total de la serie —lo que se conoce como el
espectro de la serie a cada frecuencia—. Si el espectro de
una serie alcanza su maximo en una determinada frecuencia
®,, entonces el componente de dicha frecuencia en la
descomposicion de Fourier es el que explica la mayor parte

15
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dela varianza de la serie.

Existen diversos métodos de estimacion del
espectro de una serie, amén de cuestiones técnicas que
exceden el objeto del presente trabajo. Hemos aplicado el
método de la transformada discreta de Fourier a la serie
anual de Producto Bruto Interno por Habitante de la
Republica Argentina entre 1950 y 2006; la Figura 12
presenta el periodograma en el espacio de frecuencias. El
periodograma no corresponde al ciclo sino que es la
representacion grafica de la siguiente funcién:

NA*+ B = 2
f (25)

Es decir, el periodograma es una representacion
grafica de la densidad espectral de la serie.

Republica Argentina
PBI por Habitante 1950-2006
Andlisis Espectral
0.020

0.018 A

0.016 -

0.014 -

0.012 A

0.010 -

Magnitud

0.008 -
0.006 -
0.004 -

0.002 -

0.000

Frecuencia

Figura 12

2.1. Transformada Wavelet

Supongamos que tenemos la siguiente serie de
cuatro numeros: {14 8 5 13}. En esa serie, existen dos
pares ordenados contiguos: [14 8] y [5 13]. Los promedios
de dichos pares ordenados son (14+8)/2 = 11y (5+13)/2
= 9. Estos dos promedios forman otro par ordenado, cuyo
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(8) Para una introduccion a aplica-
ciones de las wavelets en economia,
ver Gencay et al. (2002), Ramsey
(2002) y Cowley (2005).

promedio a su vez es: (11+9)/2 = 10. Cada promedio ha
generado un valor de pérdida, es decir que se ha perdido
informaciéon (también conocido como coeficiente de
detalle). El primer promedio, por ejemplo, tiene un valor
perdidoiguala 3, porque 11 + (+3) = 14y 11 - (+3) = 8.
El segundo promedio tiene un coeficiente de detalle igual a -
4 y el promedio general, una pérdida de 1. La transformada
wavelet (en castellano, también conocida como de ondina u
ondeleta) de la serie original es la secuencia {10 3 -4 1}, es
decir, el promedio general de la serie de pares ordenados
contiguos y los valores de pérdida en orden creciente de
resolucion®.

Dijimos en la seccién anterior que una transformada
de Fourier supone que la frecuencia a lo largo de la serie es
constante. La transformada wavelet permite variar la
frecuencia alo largo de la serie, con lo que posibilita localizar
el proceso bajo estudio tanto en el tiempo como segun la
frecuencia, es decir que hace posible distinguir fendmenos
recurrentes y singularidades en el tiempo (sucesos no
repetitivos). Por ejemplo, dentro de una serie como la que
estamos tomando de ejemplo, del PBI por habitante de la
Republica Argentina entre 1950 y 2006, ciertas
caracterizaciones de las fluctuaciones econdmicas nos
llevarian a distinguir ciclos de distintas duraciones (a veces
conocidos como ciclos de Juglar, Kitchin, Kuznets,
Kondriatieff, etc.). La transformada wavelet podria
aplicarse para tal caracterizaciéon. Con datos trimestrales,
como las series de los componentes de la demanda y oferta
global entre 1993301 y 2008-Q1, podemos
descompone@s & j

X, =X, + ) Vi

j=0

! (26)

donde xto denota ciclos largos mayores a 32 periodos;
y! denota ciclos de entre 16 y 32 trimestres;

y, denota ciclos de entre 8 y 16 trimestres;

yfdenota ciclos de entre 4 y 8 trimestres; y

y; denota ciclos de periodicidad menor a 4 trimestres.
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Existen diversos métodos para estimar Ila
transformada wavelet, e incluso las wavelets pueden ser
discretas o continuas. Una de las wavelets més sencillas y
utilizadas es la que se conoce como wavelet de Haar, que es

una variapte de una funcion de pulso; por ejemplo:
1 0<t<l
Haar —<
t = -1 -1<t<0 (27)
~ 0 para todo otro valor de t

La siguiente figura presenta la wavelet de Haar
definidaen (27)

Wavelet de Haar
= —
Ly —
o
@ 2
['e}
2
=2
I T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
b
Figura 13
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La escala de una wavelet es el ancho del intervalo
temporal. En la wavelet (27), la escala es igual a 1 —hay dos
intervalos, uno entre [-1,0] y otro entre [0, 1].

Podemos calcular wavelets a distintas escalas y
centradas en distintos periodos. Esto es lo que se conoce
como una wavelet madre, la cual, utilizando una
terminologia habitual en estudios de wavelets, se dice que
es trasladada en el eje temporal por un parametro de
ubicacién que determina el periodo en el cual se centra y
dilatada por un coeficiente de escala que denota el ancho del
intervalo.

Otra wavelet bastante usual es la de Morlet, que
corresponde a una funcién Gaussiana con un exponente de
decaimiento exponencial:

t
morlet _0-5*(;j ei21‘cft

w =e

t (28)

donde a es el coeficiente de escala, y f es la frecuencia.
Ambos coeficientes estan relacionados segun a=f/f,
donde f,regula la forma de la wavelet. A mayores valores de
a la wavelet se dilata, lo que implica menor frecuencia, y
viceversa.

Finalmente, la familia de wavelet de Daubechies
define una transformada discreta con momentos
decrecientes, lo cual las torna muy adecuadas para series
macroecondémicas, pues usualmente presentan cambios
suaves, pero, por ejemplo, no demasiado adecuadas para
series financieras o bursatiles, las cuales presentan cambios
mas bruscos.

La transformacién wavelet surge de multiplicar la
serie original por la funcién wavelet madre elegida (Haar,
Morlet, Daubechies, etc.) para diferentes valores
paramétricos de escala y a diferentes valores de centrado.
Las wavelets resultantes son, entonces, versiones
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(9) La serie original cuenta con 57
observaciones. Fue extendida con
7 ceros para llegar a 64 obser-
vaciones, la potencia de 2 mas
cercana, utilizamos el paquete
WaveThresh del programa R.
(Nason, 2009).

Desvio cra Curva Ajustada por Wavelet
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trasladadas temporalmente y comprimidas o expandidas de
la wavelet madre. El cémputo conlleva calcular todas las
wavelets centradas en cada uno de los periodos de tiempo a
lo largo de los cuales se extiende la serie y para cada uno de
los valores deseados de escala. El camino inverso permite
descomponer una serie de tiempo en wavelets de diferentes
escalas y centradas en diferentes periodos.

La figura 14 presenta el ciclo resultante de aplicar el
método de transformada wavelet de Daubechies asimétrica
minima con definicién de umbral (thresholding) universal
(Nason, 2008) al logaritmo de la serie anual de PBI por
hahitanta antra 10RN v 20NRA°

Republica Argentina

PBI por habitante 19502006
Transformada Wavelet {Discreta - Daubechies Asimétrica Minima)

0.04
|

0oz
|

nA AL

0.00

v \/\/u V

-0.02
|

-0.04

-0.06

I I I I I I
1950 1960 1970 1980 1990 2000

Figura 14
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3. Comparacion entre las distintas estimaciones

En este trabajo hemos presentado algunos de los
mas habituales métodos para estimar componentes ciclicos
en series temporales. Esta seccidn, en aras de completar la
presentacion de los métodos, compara los resultados
obtenidos sobre la serie de PBI por habitante de la Republica
Argentina entre 1950y 2006.

Suelen cotejarse los desvios estandar de las series
ciclicas o los coeficientes de correlaciéon entre las mismas
para comparar las estimaciones; sin embargo, entendemos
que un procedimiento mads riguroso requiere el uso de
técnicas estadisticas no paramétricas de comparacion entre
series, como el estadistico de Kolmogorov-Smirnov o el de
Lilliefors. Presentamos en la tabla 1 los desvios estandar y
los estadisticos de asimetria y kurtosis de cada serie (con
tests de significatividad respectivos) y en la tabla 2 los
coeficientes de correlacién pareados, para coincidir en la
presentacién con otros autores, pero estamos mas
interesados en los resultados incluidos en la tabla 3, que
surgen de aplicar el estadistico de Kolmogorov-Smirnov a
cada par de series de ciclos obtenidas.

La tabla 1 muestra que el ciclo resultante de aplicar
el método de Tendencia Lineal es el de mayor variabilidad y
que el obtenido por medio del filtro Kalman es el que menos
desvio presenta en torno al valor medio. En igual sentido,
todos los ciclos resultan simétricos al 5 por ciento de
significatividad, pero puede rechazarse la hipétesis nula de
que el ciclo resultante del filtro Baxter-King sea simétrico al
6 por ciento de significatividad y el resultante del filtro
Hodrick-Prescott, al 7.5 por ciento. En cuanto a la kurtosis,
solamente los ciclos obtenidos por medio del filtro Hodrick-
Prescott y la descomposicion de Beveridge-Nelson
presentan fakires significativamente distintos al de una
distribucién normal (al 5 por ciento de significatividad). El
primero, con una distribucién leptocurtica, mientras que el
segundo, platocurtica.
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Tabla 1
Correlaciones y Desvios Estindard
) Desvio Asimetria Kurtosis
Método . Test de
estandar . Test de
Coef. , . Coef. Anscombe-
D'Agostino

Glynn
Tendencia lineal 0.0985 0.0893 0.8416 2.2930 0.1990
Tendencia cubica 0.0760 -0.3816 0.4038 2.5961 0.6662
Tendencia lineal con quiebres 0.0515 -0.7545 0.1197 4.0524 0.0825
Filtro Hodrick-Prescott 0.0494 -0.8837 0.0755 4.4733 0.0355
Filtro Hodrick-Prescott de doble | o154 | 05084 | 02045 34684 02750
paso de banda
Filtro Baxter-King 0.0321 -0.9582 0.0576 4.0804 0.0779
Filtro Christiano-Fitzgerald 0.0343 -0.5977 0.2051 2.6060 0.6836
Descomposicion de Beveridge- 00570 | -0.3205 0.4802 2.0703 0.0330
Nelson
Componentes no observados / 0.0026 | -0.0186 0.9667 2.3801 03121
Filtro Kalman
Wavelet 0.0278 -0.0595 0.8939 3.3035 0.3848

La tabla 2 indica que hay ciclos que estdn mas

correlacionados entre si que con respecto a aquellos
obtenidos por otros métodos. Esto no debe llamar la
atencién por cuanto algunos de estos métodos, como
vimos, intentan detectar o filtrar fluctuaciones a distintas
frecuencias. La mayor correlacién se obtuvo entre el ciclo
obtenido por medio del filtro de Hodrick-Prescott y por el
meétodo de tendencia lineal con quiebres (puede entenderse,
en términos muy generales, que el de HP es una
generalizaciéon no lineal de una tendencia lineal con n
quiebres).

Tabla 2
Coeficientes de Correlacion Pareados
. Tendencia | Tendencia T'endencla Hodrick HP con
Método . P Lineal con paso de
Lineal Cibica . Prescott
Quiebres banda
Tendencia Lineal 1.000
Tendencia Cubica 0.772 1.000
Tendencia Lineal con Quiebres 0.616 0.755 1.000
Hodrick-Prescott 0.633 0.817 0.923 1.000
HP con paso de banda 0.482 0.623 0.860 0.890 1.000
Baxter-King 0.519 0.622 0.819 0.855 0.862
Christiano-Fitzgerald 0.364 0.498 0.746 0.739 0.859
Beveridge-Nelson 0.195 0.225 0.398 0.374 0.306
Kalman 0.181 0.170 0.373 0.320 0.256
Wavelet -0.038 -0.049 -0.117 -0.077 0.006

Baxter | Christiano | Beveridge

King Fitzgerald Nelson Kalman | Wavelet

Tendencia Lineal

Tendencia Ciibica

Tendencia Lineal con Quiebres

Hodrick-Prescott

HP con paso de banda

Baxter-King 1.000

Christiano-Fitzgerald 0.892 1.000

Beveridge-Nelson 0.400 0.420 1.000

Kalman 0.213 0.238 0.679 1.000

Wavelet -0.161 -0.165 -0.540 -0.191 1.000
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El estadistico de Kolmogorov-Smirnov, cuyos
resultados se presentan en la tabla 3, permite rechazar o no
la hipdétesis de que ambas series pareadas son
estadisticamente equivalentes. La tercera columna de la
tabla (columna p) contiene los valores de significatividad del
estadistico de Kolmogorov-Smirnov incluido en la columna
ks. Valores de p mayores a 0.05 no permiten rechazar la
hipétesis nula de que ambas series de ciclos sean iguales.
De las 45 comparaciones, en 26 se rechaza dicha hipdtesis;
es decir que para las comparaciones restantes, no podemos
rechazar la hipdtesis de que los ciclos obtenidos se traten de
series temporales estadisticamente equivalentes.

Tabla 3
Comparacion entre Ciclos
Estadistico de Kolmogorov-Smirnov

Ciclos ks P

Tendencia Lineal - Tendencia Cubica 0.1754  0.3442
Tendencia Lineal - Tendencia Lineal con Quiebres 0.2105 0.1598
Tendencia Lineal - Filtro de Hodrick-Prescott 0.2281  0.1031
Tendencia Lineal - Filtro de Hodrick-Prescottband 0.4211  0.0001
Tendencia Lineal - Filtro de Baxter-King 0.2982 0.0126
Tendencia Lineal - Filtro de Christiano-Fitzgerald 0.2807 0.0224
Tendencia Lineal - Descomposicion de Beveridge-Nelson 0.1930  0.2390
Tendencia Lineal - Filtro de Kalman / Modelo de Espacio-Estado 0.5263  0.0000
Tendencia Lineal - Método de Wavelets 0.2982 0.0126
Tendencia Cubica - Tendencia Lineal con Quiebres 0.2281 0.1031
Tendencia Cubica - Filtro de Hodrick-Prescott 0.2281  0.1031
Tendencia Cubica - Filtro de Hodrick-Prescottband 0.4035  0.0002
Tendencia Cubica - Filtro de Baxter-King 0.3158  0.0068
Tendencia Cubica - Filtro de Christiano-Fitzgerald 0.2982 0.0126
Tendencia Cubica - Descomposicion de Beveridge-Nelson 0.1754  0.3442
Tendencia Cubica - Filtro de Kalman / Modelo de Espacio-Estado 0.5088  0.0000
Tendencia Cubica - Método de Wavelets 0.2807 0.0224
Tendencia Lineal con Quiebres - Filtro de Hodrick-Prescott 0.1053  0.9103
Tendencia Lineal con Quiebres - Filtro de Hodrick-Prescottband 0.3684  0.0009
Tendencia Lineal con Quiebres - Filtro de Baxter-King 0.1930  0.2390
Tendencia Lineal con Quiebres - Filtro de Christiano-Fitzgerald 0.1579  0.4761
Tendencia Lineal con Quiebres - Descomposicion de Beveridge-Nelson 0.1930 0.2390
Tendencia Lineal con Quiebres - Filtro de Kalman / Modelo de Espacio-Estado  0.5614  0.0000
Tendencia Lineal con Quiebres - Método de Wavelets 0.2281  0.1031
Filtro de Hodrick-Prescott - Filtro de Hodrick-Prescottband 0.3860  0.0004
Filtro de Hodrick-Prescott - Filtro de Baxter-King 0.1579  0.4761
Filtro de Hodrick-Prescott - Filtro de Christiano-Fitzgerald 0.1053  0.9103
Filtro de Hodrick-Prescott - Descomposicion de Beveridge-Nelson 0.2807 0.0224
Filtro de Hodrick-Prescott - Filtro de Kalman / Modelo de Espacio-Estado 0.5263  0.0000
Filtro de Hodrick-Prescott - Método de Wavelets 0.2456  0.0642
Filtro de Hodrick-Prescottband - Filtro de Baxter-King 0.2807 0.0224
Filtro de Hodrick-Prescottband - Filtro de Christiano-Fitzgerald 0.3333  0.0036
Filtro de Hodrick-Prescottband - Descomposicion de Beveridge-Nelson 0.4737  0.0000
Filtro de Hodrick-Prescottband - Filtro de Kalman / Modelo de Espacio-Estado 0.3509 0.0018
Filtro de Hodrick-Prescottband - Método de Wavelets 0.1754  0.3442
Filtro de Baxter-King - Filtro de Christiano-Fitzgerald 0.1053  0.9103
Filtro de Baxter-King - Descomposicion de Beveridge-Nelson 0.3333  0.0036
Filtro de Baxter-King - Filtro de Kalman / Modelo de Espacio-Estado 0.4211  0.0001
Filtro de Baxter-King - Método de Wavelets 0.1404  0.6284
Filtro de Christiano-Fitzgerald - Descomposicién de Beveridge-Nelson 0.2807 0.0224
Filtro de Christiano-Fitzgerald - Filtro de Kalman / Modelo de Espacio-Estado 0.4737  0.0000
Filtro de Christiano-Fitzgerald - Método de Wavelets 0.1930 0.2390
Descomposicion de Beveridge-Nelson - Filtro de Kalman 0.5439  0.0000
Descomposicién de Beveridge-Nelson - Método de Wavelets 0.3509 0.0018
Filtro de Kalman / Modelo de Espacio-Estado - Método de Wavelets 0.4386  0.0000
Nota: Los valores de p marcados con bastardilla d ignificatividad distica menor al 5 por ciento.

Es decir que se rechaza la hipétesis nula de igualdad entre ambas series temporales de ciclos
respectivas.
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El presente trabajo tuvo como principal objetivo el
describir brevemente las principales técnicas univariadas de
extraccion del componente ciclico en una serie de tiempo.
Los resultados de los tres cuadros anteriores plantean dudas
acerca de la bondad de ajuste de muchos de los métodos
utilizados, pero excederia el alcance del articulo el comentar
acerca de esto. En la literatura especializada, algunos
autores sostienen que “diferentes métodos de extraccién de
la tendencia son ventanas alternativas que miran a las
variables macroeconémicas desde perspectivas diferentes”
(Canova, 1993, p.3), con lo que proponen cierto
agnosticismo en cuanto a la técnica a utilizar, mientras que
otros autores prefieren un método en particular por sobre el
resto.

La respuesta final acerca de la bondad relativa de
cada método no descansa en técnicas estadisticas, sino en
un conocimiento de la realidad histdrica y en cuestiones de
teoria econémica —caso contrario se caeria en los errores de
“medicién sin analizar los datos originales” y de “medicién
sin teoria”. Una forma de considerar ambos aspectos es
teniendo en cuenta las series de tendencia de largo plazo
resultantes de la extraccién del componente ciclico, y en
particular, las tasas de crecimiento anuales de la tendencia.
Para una discusiéon en mayor profundidad acerca de la
importancia de combinar el juicio histérico con las técnicas
estadisticas de filtrado de las series econdmicas, ver Ball y
Word (1996).

En la figura 15 presentamos la variaciéon anual de las
tendencias de largo plazo del PBI por habitante de la
Republica Argentina entre 1950 y 2006 seguin el método de
Hodrick-Prescott. Este filtro sugiere que habria habido un
pico en el crecimiento de la tendencia de largo plazo en
1968 equivalente al 2.78 por ciento anual y un piso en
1983, cuando la tendencia anual habria caido un 1.4 por
ciento. Podemos asociar el primer ano con la culminacién
del proceso de sustitucién de importaciones y el segundo
con la liberacién financiera y apertura importadora iniciado
en la segunda mitad de la década de 1970. El filtro de
Hodrick-Prescott parece recoger, asimismo, un crecimiento
en la tendencia a comienzos de la década de 1990 y un
decaimiento en la misma tras la crisis de 2001, pero de menor
impacto en la tendencia de largo plazo.
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4. Comentarios Finales

La importancia de detectar fluctuaciones a lo largo
del tiempo en las variables econédmicas ha llevado a la
profusion de técnicas estadisticas de extraccion del
componente ciclico de las series. Este trabajo ha presentado
las técnicas univariadas mas habituales, las cuales son, a su
vez, de aplicacion mas frecuente que los enfoques
multivariados.

A los efectos de guiar la presentacién, hemos
utilizado la serie de Producto Bruto Interno por habitante de
la Republica Argentina entre 1950 y 2006, y otras series
auxiliares cuando la exposicién, por motivos didacticos, lo
sugeria. Confiamos en que ambas partes de este articulo
lleven alos lectores a profundizar en el temay a aplicar estas
y otras técnicas a otras series econémicas, porque, como
afirmé Schumpeter: “Analizar ... los ciclos significa, nada
mas ni nada menos, que analizar el proceso econdmico de la
era capitalista. Los ciclos no son, como las amigdalas, cosas
separables que puedan tratarse por si mismas, sino que son,
como el latido de un corazén, parte de la esencia del
organismo que los presenta”.
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Apéndice

Resultados de la Estimacion de Ratios de Varianza del PBI
por Habitante

Cochrane (1988) propone estimar las k-diferencias
de la serie de PBI por habitante. La primera diferencia de una
serie de tiempo y, esy, —y,, . la segunda diferencia
85 ~ Vi y lak-difergncja es .En
nuestro caso, la serie se extiende entre 1950 y 2006.
Hemos calculado las 10 primeras diferencias.

Luego se calcula la varianza de cada serie y se divide
la misma por la varianza de la serie de primeras diferencias
multiplicada por 1/k. En otros términos,

_ Ivar(y, —y,,)
k Var(yt - yt—l)

Vi

Si V, tiende a un valor constante a medida que k
aumenta, la serie es estacionaria; si, en cambio, crece en
funcién de k, la serie es un camino aleatorio. La figura a
continuacidn muestra los resultados. V, tiende a un valor
constante a medida que k aumenta, con lo que la serie es

estacionaria.
Variance Ratios and 95% confidence band

15

wariance ratio
10

holding period
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CONVERGENCIA DEL
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Resumen

Las redes neuronales artificiales (RNA) vienen
desarrolldndose desde hace aproximadamente sesenta
anos. A medida que la ciencia fue avanzando, uno de los
desafios mas relevantes a los que se enfrentd el ser
humano es el de desarrollar sistemas inteligentes capaces
de realizar tareas especificas emulando las habilidades del
cerebro humano. Una de las caracteristicas mas
significativas de las redes neuronales es su capacidad para
aprender a partir de la informacidn relevante presente en su
entorno. El propdsito de este trabajo es presentar una red
elemental formada por una Unica neurona: el Perceptron
simple; resaltando sus caracteristicas principales vy
haciendo hincapié en su estructura y principio de
funcionamiento cuando se quiere representar las funciones
I6gicas NOT, AND, OR.

Dado que comunmente se tiende a considerar a las
redes neuronales como una “caja negra”, en esta
publicacién se desarrollara el teorema de convergencia del
Perceptron, mostrando asi su capacidad para resolver
problemas de clasificacion de patrones linealmente
separables. Finalmente, se pondrdn de manifiesto las
limitaciones que presenta el Perceptron cuando se trata de
resolver la funcién légica XOR.

Introduccion

Los sistemas de cémputo, que desarrollan su tarea
formando secuencias de operaciones, muestran ser
eficientes cuando se trata de resolver determinados
problemas matematicos, en la creacién de grandes bases de
datos o incluso en el control de las funciones de
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instrumentos de la industria y electrodomésticos. Sin
embargo, este tipo de sistemas presenta una gran
desventaja cuando se requiere que interpreten situaciones
que evolucionan de manera estocastica con el transcurso
del tiempo. Estas situaciones se presentan, por ejemplo,
cuando no se sabe qué va a ocurrir con los valores futuros
de una serie de tiempo, o bien cuando se conoce la
expresiéon analitica que nos permite hallar la repuesta en
funcién del tiempo, pero que por algin motivo, puede estar
contaminada por algun ruido. En este caso, se espera que el
sistema pueda copiar la componente efectiva de ruido que
se mezcla con la sefal y finalmente obtener el valor limpio o
restituido de la sefial original; este es el caso de los
comunmente llamados filtros adaptivos.

En gran medida la tarea con redes neuronales
artificiales se basa en el desarrollo de programas de
cémputo que logren aprender de la experiencia. Estos
sistemas deben ser capaces de aprender y adaptarse a
caracteristicas de funcionamiento de forma similar a la
manera de operar que tiene el ser humano. Con la finalidad
de evolucionar y ajustarse a los cambios, los sistemas
implementados sobre la base de redes neuronales estéan
desarrollados de manera que puedan aprender de ejemplos
que se les presentan y obtener caracteristicas generales del
entorno que permitan al usuario disponer de informaciéon
confiable de modo réapido y efectivo.

Estructura de una neurona artificial

Una neurona bioldgica es una célula que presenta las
siguientes caracteristicas: un cuerpo aproximadamente
esférico de 5 a 10 micras de didmetro, el axén y las
dentritas. La Figura 1 ilustra dos neuronas bioldgicas, donde
se destacan las siguientes particularidades:

e Las dentritas, que constituyen el camino de ingreso
de las senales que son procesadas en el cuerpo de la
neurona.

e El axén, por donde sale la sefal que se generé en la
neurona.

e Lasinapsis que constituye la zona de contacto entre
las dos neuronas.
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dentritas

sinapsis

Figura 1. Conexién entre neuronas

Por otro lado, tratando de emular el funcionamiento
de una neurona bioldgica, en la Figura 2 se representa un
modelo de una neurona artificial: los valores x; representan
las componentes de un vector de entradas de r compo-
nentes, los pesos o intensidades de las conexiones estéan
dados por w,, mientras que la salida de la neurona se

representaconlaletra a;.

Una neurona artificial puede definirse como un
procesador elemental o dispositivo de calculo que a partir de
una entrada, produce una Unica salida. Una red neuronal
artificial es un modelo artificial que se basa en la conexién
de varios procesadores elementales que tienen por finalidad
realizar una funcién comun.

Las caracteristicas que permiten a su vez identificar
unared neuronal son las siguientes:

1. El conocimiento de la red es adquirido a través de
un procedimiento denominado aprendizaje.

2. Este conocimiento radica en la modificaciéon de
los pesos sindpticos provenientes de la regla de aprendizaje
especificadelared.

Segun este criterio, la red neuronal es un modelo
computacional capaz de adaptarse y aprender a organizar y
generalizar la informacion basdndose en el procesamiento
de las sefiales que ingresan en lared.
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En la Figura 2 también puede verse cémo el sumador
> se encarga de efectuar las sumas ponderadas de todas
las entradas en lared. La funcién de transferencia f recibe
el valor ponderado y produce la salida de la neurona.
Normalmente se incluye un umbral o ganancia b, que
permite controlar el estado a partir del cual la neurona se
activara.

Vector de entrada P Neurona j-ésima de la Funcion de
primer capa transferencia f

—(

Figura 2. Red neuronal simple

En el afio 1943, Warren McCulloch y Walter Pitts
desarrollaron el primer modelo de red neuronal. El
funcionamiento de esta red, consistia en sumar las entradas
ponderadas y comparar este valor con un umbral b. En el
caso que las sumas multiplicadas por los pesos adoptados
supere el valor b, la neurona se activara produciendo una
salida a = 1; en el caso contrario la salida serd O y la
neurona no se activara. Inicialmente se esperaba que un
conjunto de neuronas de McCulloch-Pitts pudiera servir para
modelizar cualquier funcién légica. Veremos qué ocurre al
modelar con una neurona las funciones légicas NOT, AND y
OR. De acuerdo con lo mencionado, la neurona con estas
caracteristicas responde a un modelo tal que la salida a
puede expresarse matematicamente mediante la ecuacién
(1).
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¥ S w,x, >b
a. =

0 en los casos restantes (1)

Larepresentacion de funciones légicas

Las neuronas de McCulloch-Pitts pueden
considerarse como las primeras estructuras de redes
neuronales artificiales (Isasi, 2004 y Veelentuf, 1995). Con su
representacion puede modelarse el funcionamiento
simplificado de una neurona bioldgica, considerando que una
neurona artificial admite solo dos estados posibles: encendido
(1) oapagado (0).

Como paso siguiente, se representaran las funciones
l6gicas NOT, OR y AND mediante neuronas de McCulloch-
Pitts.

La funcion NOT

La funcién l6gica NOT representada en la Figura
3, puede modelarse con una neurona, con una sola
entrada, peso W=-1 y umbral o ganancia b=-1.

w=-1 i

Figura 3. Representacion de la funcion NOT

De acuerdo con la representacién anterior, la
salida de la neurona estara dada por la ecuacién (2).

2)

{1 six =0, resulta wx > —1
a=

0 six=1,resulta wx # -1
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La funcion OR

En este caso la neurona tiene dos entradas y el
umbral toma valor O. La Figura 4 muestra esta situacién. El
Cuadro 1 representa las salidas y las sumas ponderadas;
también puede apreciarse el significado del umbral b,

wi=1 a1

X X9 2 WX, a
1 1 2 1
1 0 1 1
0 1 1 1
0 0 0 0

Cuadro1. Salidas posibles de la red correspondientes a la funcién OR

La funcién AND

En este caso la neurona tiene dos entradas y el
umbral toma valor 1. La Figura 5 muestra esta situacion;
el Cuadro 2 representa las salidas y las sumas
ponderadas.

w1=1 a1

]

2

Figura 5. Representacién de la funcion AND
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o — o =
S = =
co o —

Cuadro 2. Salidas posibles de la red correspondiente a la funcién AND
El Perceptron

El Perceptron constituye el primer modelo de
red neuronal presentado y fue desarrollado por
Rosemblatt en el ano 1958. Inicialmente se presenté
como un modelo capaz de clasificar patrones partiendo
de un conjunto de ejemplos. Sin embargo al disponer
s6lo de una capa de entrada y otra de salida, tiene la
posibilidad de operacién muy limitada, pudiendo resolver
problemas que sean linealmente separables. El caso mas
conocido es la incapacidad que muestra el Perceptron
para resolver el problema OR exclusivo (XOR). Para
entrenar al Perceptron, se recurre a un conjunto de ejem-
plos que constituyen lo que se denomina patrones de
entrenamiento. A partir de ellos, el Perceptron debe
establecer regiones donde queden separados los patro-
nes de una y otra clase. Esta red simple, una vez
entrenada y habiéndose establecido la caracteristica de
decisién, serd capaz de clasificar cualquier nuevo patrén
gue se le presente.

La arquitectura del Perceptron es simple: esta

constituida por la capa de entrada con valores *; y una
sola capa de salida que puede presentar varias neuronas.

En este caso particular, la salida se representa con 4, y

la ganancia con bl. La salida ¢; de cada neurona de la
capa de salida estard determinada por la ecuaciéon (3)

ajzf(Zwﬁxi+bj) 3)
i=1
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En el caso del Perceptron, la salida ¢; queda
establecida al aplicarle la funcién de transferencia escalén
a las sumas ponderadas de las entradas en la neurona. La

funcién binaria f permite discriminar las clases en la
que se quiere clasificar los patrones. Por ejemplo, si estos
se quieren clasificar en dos categorias, cada patrén

p=I[x,,x,], el plano XX, resultara dividido en dos
semiplanos de acuerdo con la recta de decisién
representada por la ecuacién (4)

W, X, +w,x, +b, =0 4)

Es decir, para el caso de dos dimensiones, las
clases quedaradn separadas por esta recta, a un lado se
ubicaran los patrones de una clase y del otro los patrones
correspondientes a la otra clase. Esta situacién se
representa en la Figura 6.

Es posible simplificar la expresion anterior al
hacer que la sumatoria comience con i=0. Para ello se
Xo = _1; entonces resulta el
estado de la neurona dado por la ecuacién (5)

aj :f(;WOixi) (3)

considera Woo = b, y

Ha
ol ol 4 9 Clase B
O 5 ©
5o ﬁ\ s
L O - O

Figura 6. Patrones de clases diferentes

Algoritmo de entrenamiento del Perceptron

El Perceptron tiene asociado un algoritmo de
aprendizaje mediante el cual las salidas de la red son
evaluadas comparandolas con las salidas que se espera
obtener para cada patréon, Figura 7. Este aprendizaje se
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llama supervisado y puede resumirse en los siguientes
pasos (Veelenturf, 1995).

Paso 1. Inicializar pesos y ganancia con valores aleatorios.
Paso 2. Presentar el patrén P =[x 500X, ] y la salida
esperada tl'

Paso 3. Calcular la salida @, mediante la ecuacion (6)
n
aj:f(zwlixi+b1) (6)
i=1

donde f es la funcién de Heaviside.

Paso 4. Calcular el error €, =1, —a; vy actualizar pesos
y ganancia.

Wy

. O\‘Qal—-

X, T
g hy

»

Figura 7. Modelo neuronal para el Perceptron simple

Si la red retorna la salida correcta, el error es
cero y los valores de pesos y ganancia no sufren cambios.

Si la salida de la red no coincide con la esperada,
los pesos y la ganancia se corrigen de acuerdo con las
ecuaciones (7)

Nuevo Anterior

w =W +& epT
bNuevo — bAnterior +ee (7)

Donde € simboliza la tasa que representa el ritmo de
aprendizaje de la red.
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Graficamente esta situacion puede entenderse
como sigue: consideremos el Perceptron con salidas

posibles 1 o -1, donde el vector de pesos es W, la salida

de la neurona es ¢; vy la salida esperada es tj. la salida
de la neurona estara dada por la ecuacién (8):

a,:f(;wo,-x,-) (8)

Durante el entrenamiento de la red, pueden
presentarse las siguientes alternativas:

a) la salida de la neurona es 9; =-1 y la esperada es
[, = 1 En este caso el producto escalar WX es

negativo, y al aplicarle la funcién de transferencia f a
un valor negativo, la salida sera -1. Por lo tanto, debe
procurarse que el angulo © formado por los vectores

Wy X sea® <m/2 . Una posibilidad, tal como ilustra
la Figura 8, consiste en adicionar a W el vector O.X | De
aqui surge la ecuacién (9), para el nuevo valor del peso:

Nuevo Anterior

=W +OLepT (9)

b) Si la salida de la neurona es ¢, =1 y la esperada es

L, = , el producto escalar W X es positivo, tal

como se ilustra en la Figura 8. Razonando de manera
similar al caso anterior, se obtiene la ecuacién (10) que
permite actualizar los pesos:

Nuevo Anterior

T
=w —aep (10)

c) Cuando a, = tj , ho es necesario hacer

modificaciones en los pesos puesto que la red realizd
correctamente la clasificaciéon del patrén que se le
presenté.

Paso 5. Volver al paso 2 hasta que la red haya clasificado
todos los patrones.
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Figura 8. Actualizacién de pesos durante el entrenamiento de la red

Teorema de Convergencia del Perceptron

Consideremos un Perceptron simple sobre el que
se basara el siguiente estudio de convergencia. Se dispone
de un conjunto de n patrones de entrenamiento junto con
las correspondientes salidas esperadas. Cada patrén del
conjunto de entrenamiento tiene r componentes que
constituyen las entradas al Perceptron. Con estas
condiciones se enuncia el teorema siguiente.

Teorema

Sea el conjunto de entrenamiento, junto con sus
salidas deseadas t: {(p1, t1), (p2, t2),...., (pm, tm),....., (pn,
tn))} . Suponiendo que el mismo es linealmente separable,
entonces el Perceptron simple encuentra una solucién en
un numero finito de iteraciones; es decir, la salida de la red
coincide con la salida deseada para cada patrén del
conjunto de entrenamiento.

Demostracion

Dado que los patrones de entrenamiento son
linealmente separables existe un conjunto de pesos
W = {Wyy, Wy, ...Wy.} y la correspondiente ganancia

-

51, como se representa en la Figura 2, tales que:

»
Z Wy, x, > b, para los patrones de la clase A
i=1

L
Z Wy, x, < b, paralos patrones de la clase B
i=1
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Noétese que los 1.‘-'1 pueden considerarse como un

e LI ]

..,  asociado a una entrada x,., =1. El simbolo
sobre los pesos indica que estos valores corresponden al
gradiente en el hiperplano que resuelve el problema de
clasificar los patrones en las clases A y B. Por ejemplo, si
consideramos que el patron de entrada tiene dos
componentes x;¥x; Yy dado que el problema es
linealmente separable, podemos encontrar una recta que
separe los patrones en dos clases A y B, tal como se
ilustra en la Figura 6. En este caso la red contiene solo una
neurona y por lo tanto j=1.

Si se considera la iteracion k-ésima, donde aun
no han sido clasificados correctamente todos los patrones,
resulta que se deben ajustar los pesos de la red pues la
salida obtenida no coincide con la esperada. Este ajuste se
realiza de acuerdo con la regla de aprendizaje del
Perceptron:

+

k+1 _ k
Wi T = Wy T aex,,;

e = €, — a,,

Restando a ambos miembros ':'3'15, elevando al
cuadrado y extendiendo la suma para los r+1 pesos, se
obtiene la expresién del error cuadratico medio que deriva
en la siguiente expresion:

r+l r+1

D i =107 = ) (wh + aex, — ) (1)
i=1

Teniendo en cuenta la expresién del error y
desarrollando:

r+l r+l r+l

Z(Wi{fﬂ - ")‘311')2 = Z(WJJ.{: - wlij: +a [t — a’m]gzxmi +
=1 i=1

i=1
r+l r+l

+2alt, —a,,] Zw:ﬁxmi —2alt,, — a,] Z WX g
i=1 i=1
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Inicialmente, consideremos el caso en que
rZlwkx,. > 0. Entonces resulta @, =1 y dado que la
salida de la red es incorrecta, debe ser t,,;, = 0, con lo que
[tm - am][ ::J:.L W:IJ.{z'xmi} =0 y si
rilwkx,, < Oentonces @,, =0y t,, =1 con lo que
[t — ﬂ’m][ ::11 Wi{gxmf) <0, entonces es posible
escribir este término como:

r+l

E I
- Wii%mi
i=1

De igual forma y siguiendo un anélisis similar al

r+l g
anterior, resulta [tm —a, i Wi X 0, puesto que si
rtl s — . p
iz Wy X = 0 entonces t, = 1 y la salida errénea

r+l
es Ay = 0: y si duj=q W X < 0 entonces t, =0y

la salida errénea es @,, = 1. La sumatoria también puede
escribirse como

r+1

E WaiEomi
i=1

Volviendo a la ecuacién (11) y haciendo las
sustituciones correspondientes se obtiene

rel rel C r+1

Z(Wi‘iﬂ - "J"?':L:')2 = 2("‘":{‘: - ""}11:]2 +a’ mei: —Za
i=1

i=1 i=1

r+l

§ WiiZmi
i=1

(12

donde se ha prescindido del término

r+l

§ i
W1iXmi
i=1

—2a

A los fines de simplificar la notacién y hacer mas
claro el analisis, se haran las siguientes sustituciones:
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r+1
D¥*t = Z(Wi{iﬂ - ﬁ;'n'j:
Cor1
ko B o3
D" = Z[Wif — Wy;)

r+1

i=1
T =ming oy § W1iXmi
i=1

r+l 2
Como i=1 Lo =T+ 1 (esta condicién

surge de suponer que las entradas toman valores [0,1]),
esta condicién se logra sin pérdida de generalidad para
cualquier conjunto de E" mapedandolo a otro de igual
dimensién pero con valores de [0,1]".

Finalmente la desigualdad (M+1) puede ser
escrita de la forma

D"t < DF £ 2a2(r + 1) — 2aT

D" < D* + 2afalr + 1) — T]

T
Eligiendo un valor de « tal que @ = 1y entonces

Dt = D" 1o que significa que en cada iteracién D"
disminuye al menos en la cantidad 2af[a(r +1) —T] si

el nimero de iteraciones fuese infinito, entonces se llegaria

K+l

a alcanzar el absurdo donde I =0, que evidentemente

no puede ocurrir.

En consecuencia, este teorema garantiza que en
un numero finito de pasos, el problema de clasificacién de
los patrones linealmente separables en las clases A y B
queda resuelto.
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Ejemplo

Supdéngase que se quiere que el Perceptron
clasifique los siguientes patrones:

Dado que las salidas esperadas toman solo dos
valores posibles -1 o 1, la funcién de transferencia utilizada
serd un limitador fuerte simétrico. La red consiste en dos
entradas y una sola salida; los pesos iniciales y la ganancia
seran:

w=[-0.5,0.5], b=0.5.

Inicialmente la recta caracteristica se obtiene de
la ecuacioén (11)

wy X, +w,x, +b =0 (13)

_ b —
X, =-L=-1

Haciendo X; = 0 , resulta Wiy

_ b _
si X, =0  resulta X1 =7 =1

La Figura 9 muestra que /P; no es clasificado
correctamente.

e

-¢ -l.5 -1 -0.5 a.5 1 1.5 Z

-

Figura 9. Las clases no son separadas correctamente

45



Boletin Matematico Instituto de Investigaciones de Matematica Aplicada de la Facultad de Ciencias Economicas y Empresariales

Iteracion 1

1
Se presenta el patréon P ZL} junto con la

salida esperada 1 = -1,

La salida 4 sera:

a, = f(Ewx,+b) = /(05)=1

El error € :t1 —a, =—1-1=-2

El paso siguiente consiste en actualizar los pesos
y la ganancia:

WNuevo — WAnterior +epT = [—25,—15]

bNuevo — bAnterior +e= _15

Iteracion 2

2

Se presenta el patréon Py = —1| Junto con la

salida esperada 1, = -1

Ahora se trabaja con los pesos y ganancias
corregidos. La salida de la red sera:

a, :f(zn(‘t)wlixi +b)=f(=5=-1

El error correspondiente resulta ser
e =t —a =-1-(-1)=0

El patron ha sido bien clasificado. La recta
caracteristica se obtiene como antes:

b 15 _

Haciendo X; =0 resulta X2 = w,  -15 1
_ —15 __3
si X, =0  resulta X1 = 55 = "5
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La Figura 10 muestra esta recta y puede verse

que P, estd clasificado correctamente.

Dado que el error es cero los pesos y la ganancia
para la nueva iteraciéon no sufren modificaciones es decir:

WNuevu — WAmerior +epT _ [_25,_15]

puevo _ pdmerior 4 1 5

Este procedimiento se repite para los patrones
restantes, pero como puede verse, a partir de la segunda
iteracion todos los patrones ya han sido bien clasificados,
por lo tanto en las siguientes iteraciones el error serd nulo
y la recta caracteristica seguira ocupando esta posicion, tal
como se ilustra en la Figura 10. De ahora en adelante,
cualquier nuevo patréon que se ingrese en la red serd
clasificado de acuerdo con la caracteristica de decision
final dada por la ecuacién (12)

~2.5x, - 0.6x,-1.5=0 14

Figura 10. Luego del entrenamiento los patrones

son clasificados correctamente
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Problema OR exclusivo (XOR). Limitaciones del
Perceptron

Como se evidencia en el teorema de
convergencia del Perceptron, éste presenta sus
limitaciones a la hora de resolver un problema no separable
linealmente. A continuacién, y luego de haber resuelto los
problemas de clasificacién anteriormente descriptos, se
plantea un nuevo desafio: resolver el problema de la
funcion XOR. Inicialmente se pensd que el tipo de red
empleado en los ejemplos anteriores seria capaz de
comportarse como un sistema clasificador general y capaz
de aproximar cualquier funcién basandose en un conjunto
de muestras que permitieran describir adecuadamente el
problema.

El problema XOR se muestra en el Cuadro 3. A
los fines de proceder sélo operativamente y analizar coémo
se comporta el Perceptron al implementar el algoritmo de
aprendizaje descripto anteriormente, se verd como éste se
comporta cuando se intenta resolver el problema no
separable linealmente de la funcién légica XOR. Eviden-
temente, tal como pone de manifiesto el Cuadro 3, y a la
luz del teorema de convergencia anterior, se espera que el
Perceptron no sea capaz de separar este problema.

X1 X2 a,
1 1 0
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Cuadro 3. Representacion de la funcion XOR

A continuacién se verd cémo se comporta el
Perceptron simple a la hora de intentar clasificar la funcién
XOR por los patrones anteriores.
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W

e T
W by

Figura 11. Perceptron simple

Para simplificar el problema sin perder
generalizacion en su resolucidon, se supone que la ganancia

sea b=0. Dado que las salidas esperadas toman sélo dos
valores posibles O o 1, la funcién de transferencia utilizada
serd un limitador fuerte. En primer lugar se adoptan los
valores iniciales de los pesos de las conexiones:
w=[0.5,-0.5]
0 .
Se presenta a la red el patrén p, {J y la salida

esperada =1 .

El producto escalar resultante es

0,5
WPTZ[O 1]{_05}:—05 y la salida @ es

a=f(-0,5=0

El error es € =f—a=1 y los nuevos pesos

. 0,5
Nuevo Anterior T ’
w =W + e =
v LJ-

Ahora, la red recibe como entrada el patrén
Py = Lﬂ y la salida esperada 7 =1.

El producto escalar resultante es
WNPT = [035 0,5 ]Ll)} =05, y la salida resulta
a=[(0,5)=1
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El error es =t-a=0 y los nuevos pesos

e
: ; 0,5
WNuew WAnlertor ep T |: ’

0
Para el patrén siguiente, se tiene P; :LJ y la

salida esperada =0 .

El producto escalar resultante es
N _ T 0 =0 .
w p = [0>5 0,5 ] ol VY la salida resulta

a=f(0)=1

El error es —a=-1 vy los nuevos pesos

Nuevo Anterior

e
+ T{O

w =w ep =
0

Finalmente, ingresando el ultimo patrén, resulta
0
Py = ol la salida esperada es t=0 .

El producto escalar resultante es
1
N _ T _
w p :[0,5 0,5 ] 1 =1 y la salida es

a=f)=1

El errores € =t—a=-1 y los nuevos pesos
-0,5
WNuem — WAm‘umr +epT —
-05]|"
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Figura 12. La recta de decision no separa los patrones en clases

Por lo tanto la recta de decisién, una vez que la

red ha sido entrenada con los cuatro patrones es: X, = —X,.
La Figura 12 muestra que con esta red los patrones no han
sido correctamente clasificados. Se puede observar que
éste no es un problema linealmente separable, es decir no
existe una recta uUnica que separe los patrones de una
clase de los de la otra. Incluso si se hubiera adoptado una
ganancia, lo Unico que se hubiera logrado seria desplazar
esta recta verticalmente, pero la red seguiria clasificando
incorrectamente los patrones que se le presentaron.

Usualmente, para resolver problemas no
separables linealmente se emplean redes del tipo
Perceptron Multicapa (MLP) a las cuales se le agrega el
mecanismo de aprendizaje Backpropagation. Aunque para
resolver el problema especifico de la funcién XOR, el
mecanismo de trabajo puede simplificarse notablemente,
puesto que bastard trabajar con dos neuronas tipo
Perceptron con funciones de transferencia de Heaviside,
éstas producen dos rectas caracteristicas que separan el
espacio en tres regiones, de las cuales la regién central
corresponde a un grupo y las externas a otro.
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Asimismo, en muchos casos, en problemas que
no son linealmente separables, puede existir una franja
borrosa que contenga patrones de una y otra clase. Para
resolver este problema, se recurre a la ldégica difusa y
concretamente para los casos que se trabajan en el
presente articulo se recurre al denominado Fuzzy
Perceptron. Estos temas requieren otra extensién para ser
tratados y se espera poder divulgarlos en futuras entregas
de este Boletin Matematico.
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