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MENSAJE ALOS LECTORES

Reanudamos hoy la publicacion de este Boletin Matematico,
reafirmando los propdsitos enunciados en el primer nimero y
gue actualizamos aqui :

Lograr que el mismo sea un vinculo de comunicacién de los
docentes e investigadores y constituya un espacio de informacion
y de publicacién de ideas y temas cientificos, que tengan como
eje central la investigacion matematica y su aplicacion en las
diversas areas del conocimiento, principalmente, en temas
relacionados con las carreras de nuestra Facultad y con las
actividades de las empresas .

Promover entre los docentes y los alumnos la presentacion de
proyectos de trabajos de investigacion en esas areas .

Alentar la realizacién de conferencias, reuniones, jornadas,
congresos, etc., relacionados con dichos temas, y promover la
participacién plena de la comunidad universitaria .

En resumen, insistimos en alentar a los docentes y a los alumnos
de nuestra Facultad a presentar articulos para su publicacién en
este Boletin y proyectos de trabajos de investigacion relacionados
con la matematica aplicada a las areas mencionadas. Recordemos
gue la investigacion cientifica es productora de nuevas ideas ,
que , en nuestro caso, buscamos aplicarla a las ciencias
econdmicas con la finalidad de bregar por una sociedad y un
mundo cada vez mas favorables y confortables para el desarrollo
de la vida humana .

Ing. Luinor E. Vilches Dr. Jorge R. Lemos
Director del Instituto de Investigaciones Decano de la Facultad de Ciencias
de Mateméatica Aplicada Econdmicas y Empresariales
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(*) Basado en el Trabajo de
Investigacion “La Eficiencia
de Pareto en la Progra-
macion Meta”, desarrollado
por el autor en la Facultad
de Ciencias Econdmicas y
Empresariales de la Univer-
sidad de Moré6n , con la
colaboracién del Licenciado
Gerardo D. Roozen y la
Traductora Francisca J.
Martins de Souza (Afio 2002)

(**) Profesor Titular Extraor-
dinario de Investigacion
Operativa y Director del
Instituto de Investigaciones
de Matematica Aplicada
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la Universidad de Morén).

LA EFICIENCIA DE PARETO

EN LA PROGRAMACION META
SU DETECCION POR EL METODO

DE TAMIZ Y JONES(*)

Por el Ing. Luinor E. Vilches (**)

1.- LAS DECISIONES CON CRITERIOS MULTIPLES

Cuando se quiere alcanzar, por ejemplo, el objetivo de una reduccion de
costos, mediante la modificacion de un sistema o de un proceso de produccion,
se fijan también, en general, otros objetivos, tales como un limite determinado a
la inversion a realizar para ello, la disponibilidad de otros recursos necesarios, un
limite de tiempo para la puesta en marcha del nuevo proceso, etc.

Para determinar la localizacién de una planta de produccion, se tendran
en cuenta la proximidad del mercado potencial, las ventajas fiscales que pudiere
haber, el costo de los terrenos, la existencia de los servicios necesarios, la
disponibilidad de la mano de obra requerida, etc.

Se observa, en ambos casos, que se fija, no un Unico criterio, sino varios,
que constituyen objetivos que se busca satisfacer. La decision a tomar, entonces,
es una decision multicriterio.

Milton Friedman [1] sefiala que, cuando un problema de decisién se
establece sobre la base de un solo criterio, no es, en realidad, un verdadero
problema de decision sino un problema tecnoldgico. Recalca que los problemas
econdémicos de decision son los que incluyen miultiples criterios.

Por su parte, Milan Zeleny [2] expresa que, desde un punto de vista légico
los problemas tecnoldgicos son s6lo de medicion y de blUsqueda. Los reales de
decision surgen unicamente cuando se aplican varios criterios para determinar la
decision optima.

Para la resolucion de estos ultimos se recurre a paradigmas de decision
multicriterio, sobre la base de las siguientes definiciones:

Atributos : son caracteristicas que definen las distintas alternativas en un proceso
de decision. Estas caracteristicas pueden medirse por medio de valores que son
independientes de los deseos del decisor y que se pueden expresar, generalmente,
por una funcion matematica de las variables de decision : f(x). Usualmente se
utilizan los atributos: beneficio, costo o cantidad de recursos, etc.

Objetivos: un objetivo es el sentido en que se desea la variacion de un atributo; es
decir , si se requiere la maximizacién o la minimizacion de una funcion matematica.
Por ejemplo, un objetivo puede ser maximizar el beneficio o minimizar el costo o
maximizar las ventas, etc.

El objetivo se expresa, por lo general, como:

maxz=f(x) , o minz=1f(X)
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Nivel de aspiracion : es un valor que se desea lograr de un atributo, por considerarlo
aceptable o satisfactorio, ya que no es posible obtener simultaneamente el valor
optimo de dos 0 mas objetivos, que en general son conflictivos entre si. Por ejemplo,
un problema puede ser aceptable obtener un beneficio de $30 000 (no el éptimo),
con un costo aceptable de $5000 (no el éptimo) compatibles con la disponibilidad
de recursos. Los valores 30000 y 5000 son los niveles de aspiracién para el beneficio
y el costo, respectivamente.

Se advierte que, con el concepto de fijacion de niveles de aspiracion, se
abandona la filosofia optimizante de la programacion lineal, por ejemplo, para
adoptar una filosofia satisfaciente. Como expresa Herbert Simon [3]: “En las
complejas organizaciones actuales, ya sea grandes empresas, organismos
gubernamentales, sindicatos, etc., el contexto decisional esta definido por
informacion incompleta, recursos limitados, multiplicidad de objetivos, conflictos
de intereses, etc. En tal contexto, el centro decisor no esta en condiciones de
maximizar nada, y menos una bien definida funcién de utilidad, como supone el
analisis econdmico tradicional. Por el contrario, el centro decisor intenta que una
serie de metas relevantes se aproxime lo més posible a ciertos niveles de aspiracion
fijados de antemano.”

Meta: es la fijacion de un nivel de aspiracion a un atributo. Es un valor que se
desea lograr, si es posible, aunque admitiendo cierta desviacion con respecto al
mismo. Esa desviacién se expresa por medio de una variable de desviacién o variable
desviacional, que puede ser por defecto, n, 0 en exceso, p. De modo que una meta
es:

Meta — Atributo + variables de desviacion = nivel de aspiracion
Por ejemplo: Beneficio + n - p = $30 000

0: f(x) +n-p =$30 000

La diferencia entre una restriccion y una meta es que la primera se debe cumplir
estrictamente, mientras que la segunda no.

Criterio: con este término se engloban los conceptos de atributo, objetivo y
meta, que son los relevantes en un problema de decision. En el ejemplo del punto
anterior, el atributo es el beneficio f(x); el objetivo es lograr que ese beneficio se
aproxime lo mas posible al nivel de aspiracion de $30 000, minimizando la variable
de desviacion por defecto n, si se parte de valores menores de $30000, o minimizando
la variable de desviacién en exceso, p, si se parte de valores mayores que $30000 .
La meta es el conjunto de la expresion matematica dada :

f(x) + n - p = $30 000

2.- LA PROGRAMACION POR OBJETIVOS

El enfoque multicriterio ha llevado al desarrollo de varios métodos. Uno
de ellos es la programacién por objetivos o programacion meta, propuesta
inicialmente por Charnes, Cooper y Ferguson, en 1955 [4] y ampliada luego por
Charnes y Cooper, en 1961 [5]. Con posterioridad, se ha difundido una gran cantidad
de trabajos tedricos y de aplicacidn, principalmente para la resolucién de los mas
variados problemas econémicos [6], [7], [8]. Para formular el modelo matemético
necesario para aplicar este método, se deben seguir los siguientes pasos:

1) Fijar los atributos relevantes para el problema en andlisis.



2) Establecer el nivel de aspiracién para cada atributo.

3) Introducir las variables de desviacion en cada meta.

4) Definir la funcién objetivo.

Cada meta, i, se define por medio de la expresion matemética siguiente:

fx)+n-p =t 1)

La funcion objetivo, z, se expresa en funcion de las variables desviacionales
n,y p,de las distintas metas. Si se desea alcanzar exactamente el valor del nivel de
aspiracion de cada meta i, se incluyen en la funcién objetivo, que se debe minimizar,
las dos desviaciones posibles para cada una de ellas:

m

minz= " (Ni+ pi) @

i=1

siendo m el nimero de metas. Si para un determinado problema, es aceptable que
resulte para cada meta una desviacion por defecto (hacia abajo), o una desviacién
en exceso (hacia arriba), se suprime n, o p, , respectivamente , quedando:

m

minz = Z Pi ©)
i=1

0 minz = Z n, (4)
i=1

Por otra parte, como no pueden existir, para una misma meta,
simultaneamente una desviacién por defecto y otra en exceso, una de ellas, o las
dos, deben ser iguales a cero, de modo que su producto debe ser siempre nulo:

n.p,=0 5)

Segun las caracteristicas de las distintas metas, se definen dos modelos
basicos de programacion meta: el modelo arquimédico o ponderado y el modelo
lexicografico o de metas prioritarias.

En el modelo ponderado se especifican ponderaciones o penalizaciones,
W,, a las metas que no se logren, debiéndose minimizar la suma de los productos
de las variables desviacionales por sus respectivas ponderaciones:

minz = ZWi(ni + pi) ©)
=)

En el modelo lexicogréafico , se asigna a las metas un nivel de prioridad de
acuerdo con su importancia relativa y se formula una funcién objetivo para cada
nivel de prioridad.

mlnzl=5n1+pl+n2,

min z,=n, + 2p, , etc.



-10

Boletin Matematico Instituto de Investigaciones de Matematica Aplicada de la Facultad de Cs. Econémicas y Empresariales

La optimizacion consiste en aproximarse a la satisfaccion de los distintos
niveles de aspiracion de las metas, procediendo en forma secuencial: se busca
primero la satisfaccion de la meta de primera prioridad, luego la de la meta de
segunda prioridad, sin que varie el valor logrado para la primera meta, etc. La
satisfaccion de las distintas metas puede ser total o parcial .

No obstante la eficiencia del método para obtener la solucion del problema
con cualquiera de los dos modelos, se ha demostrado que, en ciertos casos , el
mismo genera soluciones no eficientes o dominadas[8], es decir que, en algunos
problemas da soluciones no satisfacientes. Se practicara la aplicacion del método
y se verificara la existencia de soluciones no eficientes, en el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 1

Un frigorifico produce un embutido mezclando tres componentes: A, B y
C, mas agua. Los contenidos de grasas y proteinas de cada componente, asi como
sus respectivos costos, se indican en el siguiente cuadro:

ATRIBUTOS COMPONENTES
A B C
Grasas (kg/kg) 0,06 0,26 0,12
Proteinas (kg/kg) 0,25 0,30 0,10
Costo ($/kg) 0,15 0,12 0,10

Se deben fabricar 500 kg de embutido, estableciéndose las siguientes
metas, en orden decreciente de importancia:
Meta 1 : el contenido minimo de proteinas debe ser del 15% .
Meta 2 : el contenido maximo de grasas debe ser del 7% .
Meta 3 : el costo no debe ser mayor de 0,10 $/kg .

Aqui, los atributos son: los contenidos de proteinas y de grasas, en Kg.
por cada kg de embutido, y el costo, en $ por kg. de embutido. Los niveles de
aspiracién son: 15% para el contenido de proteinas y 7% para el contenido de
grasas, y para el costo, 0,10 $/kg. del producto. Los objetivos son: minimizar la
desviacién por defecto de la meta 1, minimizar la desviacién en exceso de la meta
2, y minimizar la desviacion en exceso de la meta 3.

Formulacion del modelo matemético
1.- Identificacion de las variables
Se llamaran : X, a la cantidad del componente A, en kg.
X, a la cantidad del componente B, en kg.
X, a la cantidad del componente C, en kg.
n, y p, a las desviaciones por defecto y en exceso,
respectivamente, de cada meta i.

2.- Definicion de las metas y restricciones

Proteinas :

0,25(kg/kg) .x,(kg) + 0,30(kg/kg) .x,(kg) + 0,10(kg/kg) .x,(kg) = 0,15 . 500(kg)
Grasas :

0,06(kg/kg) .x,(kg) + 0,26(kg/kg) .x,(kg) + 0,12(kg/kg) .x,(kg) 0,07 . 500(kg)
Costo:

0,15($/kg) .x,(kg) + 0,12($/kg) .x,(kg) + 0,10($/Kg) .x,(kg) ==0,10($/kg) .500(kg)



Se comprueba que las inecuaciones son homogéneas , por lo que se prescinde de
las unidades y se agregan las variables de desviacion , resultando las metas :

0,25x, + 0,30x, + 0,10x, + n - p, = 75 - (kg de proteinas)
0,06x, + 0,26x,+ 0,12x, + n,-p, =35 = (kg de grasas)
0,15x, +0,12x, + 0,10x, + n, - p, = 50 - ($ de costo)

A estas metas deben agregarse las restricciones de no negatividad :
X Xz'Xa'nl’nz’ns’pl'pz’p3:_}0

3.- Definicion de la funcién objetivo

Como en las proteinas se establece un minimo, se debe minimizar la
desviacion por defecto, n,. En cambio, en las grasas y en el costo se fija un
maximo, por lo que se debe minimizar sus desviaciones en exceso, p, y p,. Se
define, entonces, la funcion objetivo para un modelo ponderado:

zZ= nl + p2+ p3

4.- Formulacién del modelo matematico

minz=n +p,+p,

sujeto a : 1 0,25x, + 0,30x, + 0,10x, + n, -p, =75
2) 0,06x, +0,26x, + 0,12x,+ n,-p, = 35
3) 0,15x, +0,12x, + 0,10x, + n, - p, = 50
4) X ,n,p—0

Este modelo esta compuesto por un objetivo, 9 variables y 3 metas, mas
nueve restricciones de no negatividad; aunque debe aclararse que, si se emplean
programas de computacion para hallar la soluciéon del modelo, las restricciones de
no negatividad se establecen en forma genérica o por defecto. La resolucion del
modelo puede hacerse, por ejemplo , por medio del programa WinQSB, creado
por Yih-Long Chang [9], en el que se llaman metas a las que aqui se denominan
objetivos, y restricciones a las que en este caso se denominan metas (Estas
denominaciones han ido variando con el tiempo, a medida que ha evolucionado el
estudio del tema, tendiendo hacia las definiciones que en este trabajo se recogen).

Con el programa mencionado, en Goal Programming, se obtiene, como primera
solucion:

X, =222,84 ; x,=15,06 ; x,=147,59 ; n=p,=n,=p,=n,=p,=0 ;

z = 0, que significa que se alcanzan las tres metas, como puede verificarse
reemplazando los valores hallados en las respectivas ecuaciones .

Pero , el mismo programa WinQSB indica que existen soluciones alternativas.
Requiriéndolas, se obtiene el conjunto de valores dados en la siguiente tabla:

Solucién X, X, X, n, p, n, P, n, P,
1 222,84 15,06 147,59 0 0 0 0 0 0
2 276,73 | 70,35 0 0 1540,88 0 0 0 0
3 333,33 0 0 0 833,33 | 1500 0 0 0
4 300 0 0 0 0 1700 0 500 0
5 191,49 90,43 0 0 0 0 0 1042,55 0
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Para todas las soluciones es z = 0 y, reemplazando en las ecuaciones de las metas
(desde luego, sin las variables de desviacion), se obtienen los valores detallados en
el siguiente cuadro:

SOLUCION  PROTEINAS GlASAS COsT0 EFICIEHTIE

5 kg 15 kg 50 4

) o .
| 75 35 S50 Hi
' a0 35 S50 b1
3 83 20 S50 5l
4 75 18 45 s
5 75 35 40 s

Comparando las distintas soluciones, se observa:
e La solucion 1 tiene los mismos valores de grasas y de costo que la solucién 2,
pero menor valor de proteinas. Por lo tanto, es dominada por esta Gltima y no es
eficiente.
= La solucién 3 de igual costo que la 2, tiene menor contenido de proteinas pero
también menor contenido de grasas. No estd dominada por ésta y, entonces, es
eficiente. Debera elegirse entre ambas.
« La solucion 4 tiene menor contenido de proteinas que la 2 y la 3 pero, también,
menor contenido de grasas y menor costo. Se clasifica como eficiente. Debera
elegirse entre las tres.
« La solucidén 5 tiene igual contenido de proteinas y mayor contenido de grasas
que la 4, pero menor costo. Es eficiente. Debera elegirse entre la 2, 1a 3, la4 y la 5.

Se advierte que, de haber adoptado la primera solucion, no se habria
elegido la mejor solucion. Por ello es necesario verificar, en cada caso, si la solucion
hallada es o no dominada por una solucién alternativa.

El concepto de optimalidad en el campo de las ciencias econdmicas fue
introducido por el economista italiano Vilfredo Pareto, en el afio 1896 [10]. En su
Teoria del Bienestar, Pareto considera como estado 6ptimo de una comunidad,
aquél en que ningdin miembro de la misma puede mejorar su situacién econémica
sin que empeore la situacion econémica de algin otro miembro. Trasladando el
concepto a un problema de programacion meta , una meta se define como éptima
de Pareto o Pareto eficiente, si no se la puede mejorar sin desmejorar el valor de
cualquier otra meta. Por el contrario , una meta se define como Pareto no eficiente
si se la puede mejorar sin desmejorar el valor de cualquier otra. Ademas, se define
una meta ineficiente como Pareto ilimitada, si se la puede mejorar hasta un valor
arbitrariamente elevado sin desmejorar otra meta.

En la programacion meta lexicogréfica, en la que se definen varios objetivos
con distintos niveles de prioridad, cualquiera de esos niveles se considera Pareto
eficiente , si cada meta del mismo es eficiente. En cambio, se lo considera Pareto
no eficiente si una 0 mas de sus metas son Pareto no eficiente; y si una o més de
esas metas no eficientes son Pareto ilimitadas, el nivel de prioridad se considera
Pareto ilimitado.

Para un conjunto determinado de metas, los subconjuntos Pareto eficiente
y Pareto ineficiente constituyen un conjunto mutuamente excluyente y exhaustivo.
Las metas Pareto ilimitadas son un subconjunto del subconjunto Pareto ineficiente.

3.- DETECCION DEL ESTADO DE PARETO

Para detectar el estado de Pareto de las soluciones de problemas de
programacion meta se han propuesto varios procedimientos. Uno de ellos,
desarrollado por los Profesores Mehrdad Tamiz y Dylan Jones [11], de la Universidad
de Portsmouth, Reino Unido, comprende la bateria de pruebas que se detalla a



continuacion .
3.1.- EL METODO DE TAMIZ Y JONES
3.1.1.- Clasificacién de las metas

Se comienza por clasificar las metas de los problemas de programacion
meta estadndar (modelo ponderado o lexicografico), de acuerdo con la forma en
que se penalizan o ponderan sus variables de desviacion en la funcién objetivo, a
saber:

Tipo 1: las metas de las que se penalizan ambas variables desviacionales (Ejemplo:
min z = 5n, + 3p,). En el caso del modelo lexicografico, esto debe verificarse adn en
cada uno de los diferentes niveles de prioridad (Ejemplo: min z, = 3n, + 2p, ; min z,
=2n,+2p,).

Tipo 2: las metas de las que se penalizan solamente las variables desviacionales en
exceso (Ejemplo: min z = 4p,).

Tipo 3: las metas de las que se penalizan solamente las variables desviacionales por
defecto (Ejemplo: min z = 2n,).

3.1.2.- Bateria de pruebas

Prueba A: Verificar si hay metas Tipo 1. Estas son Pareto eficientes, ya que el
mejoramiento se produce desde ambos sentidos hacia el nivel de aspiracion, sin
desmejorar ninguna otra meta.

Prueba B: Verificar si cada meta Tipo 2 y 3 tiene en la solucién éptima hallada , una
variable desviacional béasica ponderada no-cero. En caso afirmativo, la meta es
Pareto eficiente, ya que el valor 6ptimo de una variable béasica no se puede mejorar
sin desmejorar alguna otra meta.

Prueba C: Verificar si alguna de las metas ain no clasificadas posee una variable
desviacional no ponderada no basica, que se podria introducir en la base sin
disminuir el valor de cualquier variable no ponderada bésica, ni incrementar el
valor de cualquier variable ponderada bésica. En tal caso, la meta es no eficiente
. Ademas, si para ingresar esa variable no se encuentra algin elemento pivote
apropiado en la columna de las variables no ponderadas, la meta es Pareto ilimitada.

Prueba D: Verificar en cada meta todavia no clasificada que posea una variable
desviacional no ponderada basica, si esa variable se puede incrementar mediante
el ingreso a la base de cualquier variable, pero sin producir el incremento de la
variable ponderada de otra meta, o el decremento de la variable no ponderada de
otra. Si ocurre asi, la meta es Pareto no eficiente y la solucién 6ptima indica que
el valor del nivel de aspiracién ya fue excedido, pero puede existir la posibilidad
de incrementar ain mas el valor de la variable no ponderada, sin desmejorar el
valor de otras metas. Para ello se analiza cada columna, buscando variables cuyo
ingreso pueda ser aceptable. En primer lugar, como en el caso de las variables no
ponderadas no basicas, para que la variable no ponderada bésica se incremente,
el coeficiente de la fila de la funcidn objetivo debe ser igual a cero. Si se introduce
esta variable en la base, el coeficiente en su fila debe ser negativo. Ademas, para
gue no disminuya ninguna otra variable no ponderada , el coeficiente en la columna
de la variable que ingresa vinculado con sus filas basicas, también debe ser negativo.
Toda columna que cumpla con los requisitos mencionados puede introducirse en

la base sin desmejorar ninguna otra meta . La meta analizada, entonces, es Pareto .
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no eficiente. En particular, si esa columna no tiene un pivote conveniente, la meta
es Pareto ilimitada.

Prueba E: 5i adn queda alguna meta sin clasificar, por ejemplo la de orden i, se
busca incrementar la variable desviacional no ponderada de la misma, YHPi, sin
desmejorar alguna otra meta. Para ello, deben seguirse los siguientes pasos:

Paso 1. Imponer los siguientes limites:
- A cada variable ponderada VPj: VP
- & cada varfable no ponderada VNP]: VPH]

VPj*, conj=1,.. k
WHF®, conj=1,...k
ik

1A 1

Los limites VPj* y VNPj* son los valores de las variables desviacionales de
cada meta de orden j en la solucidn considerada 6ptima. Para las variables no
béasicas, esos valores limite son iguales a cero; para las variables bésicas, son los
que arroja la solucién 6ptima.

Paso 2. Si una variable no ponderada VNPi es no basica, se intenta ingresarla a la
base. Si se lo puede hacer con un valor distinto de cero, la meta es Pareto no
eficiente. Si, ademas, no se puede encontrar ningun pivote aceptable, la meta es
Pareto ilimitada.

Paso 3. Si una variable no ponderada VNPi es basica con valor cero, se intenta
incrementar su valor en una de las siguientes condiciones:

a)Se encuentra un pivote que eleva el valor de la variable no ponderada VNPi,

de modo que podria realizarse una iteracién no degenerada. En tal caso, la meta
es Pareto no eficiente, termindndose el procedimiento sin necesidad de realizar
esa iteracion.

b) No se encuentra ningun pivote que permita realizar una iteracién no
degenerada. Entonces la meta se clasifica como Pareto eficiente.

Como puede apreciarse, el procedimiento concluye cuando restan, solamente,
iteraciones degeneradas. La prueba E siempre clasifica la meta a la que se aplica,
pero es la mas compleja. Por ello, los autores del método recomiendan aplicarla
en ultima instancia, siguiendo este algoritmo:

1.- Aplicar las pruebas Ay B a cada meta.

2.-Aplicar la prueba C a las metas no clasificadas por las pruebas anteriores,
gue tengan alguna variable desviacional no ponderada, no bésica .

3.-Aplicar la prueba D a cada meta no clasificada por las pruebas anteriores, que
tenga una variable desviacional no ponderada basica , para cada variable no
basica.

4.-Aplicar la prueba E a cada meta aun no clasificada.

En el trabajo ya mencionado [11], los autores presentan el siguiente ejemplo, que
permite aplicar las cinco pruebas:

-14 —



EJEMPLO 2

Funcién objetivo:
sujeto a:

) X, tn -p
) X, tn,-p,
) 4x, X, +n,-p,
4) 2%, +X,+n,-p
) x...+x_|+n\—p
) X, X,

) x.n.p

5

Este modelo estd compuesto por: una funcién objetivo, cinco metas
(numeros 1 a 5), una restriccion (nUmero 6), mas las restricciones de no negatividad

=10
=10
=70
=25
=10
<30
>0

(numero 7, que incluye 14 restricciones). Para su

min z=n, +5n,+ n, +5n, + 5p, + p,

resolucién con el programa
WinQSB (Goal programming), es necesario, por exigencias del mismo, cambiar la

denominacion de las variables de desviacion n, y p,, poniendo, por ejemplo:

n, =X, ; P, = X, , etc. Se obtiene la siguiente Tabla Final del Simplex (abreviada):

X, X, X, X, n, P, n, P, n, P n, P, n, P,
Base G 0 0 0 0 1 0 5 0 1 1 5 5 0 1
X, 0 1 0 0 0 0 0 -025 | 0,25 0,25 -0,25 0 0 0 0
X, 0 0 1 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0
P, 0 0 0 0 0 -1 1 -0,25 | 0,25 0,25 -0,25 0 0 0 0
Py 1 0 0 0 -0,5 0 0 0 0 0 0 0,5 -0,5 -1 1
X, 0 0 0 1 0,5 0 0 0 0 0 0 0,5 -0,5 0 0
¢z 0 0 0 -0,5 1 0 5 0 1 0 45 55 1 0

Da una primera solucidn (Solucion 1) y dos soluciones alternativas (Solucion
2 y Solucion 3), que se detallan en la tabla siguiente, donde se registra, para cada
solucién, el valor de la variable de decision o desviacional, el costo reducido ¢ -z

y si esa variable es bésica o no.
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| |
SOLUCION 1 SOLUCION 2 SOLUCION 3
No. Variable Valor ¢z Estado Valor ¢z Estado Valor ¢z, Estado
1 X, 15 0 Basica 13,3333 0 Bésica 20 0 Basica
2 X, 10 0 Basica 16,6667 0 Bésica 10 0 Basica
3 X, 12 0 Basica 12,5000 0 Baésica 12,5 0 Basica
4 X, 0 0,5 No Basica 0 0,5 No Basica 0 0,5 No Basica
5 n, 0 1 No Basica 0 1 No Basica 0 1 No Basica
6 P, 5 0 Basica 3,3333 0 Basica 10 0 Basica
7 n, 0 5 No Basica 0 5 No Basica 0 5 No Basica
8 P, 0 0 No Basica 6,6667 0 Baésica 0 0 No Basica
9 n, 0 1 No Basica 0 1 No Basica 0 1 No Basica
10 P, 0 0 No Basica 0 0 No Basica 20 0 Basica.
A n, 0 45 No Basica 0 4,5 No Basica 0 45 No Basica
12 P, 0 55 No Basica 0 55 No Basica 0 55 No Basica
13 n, 0 1 No Basica 0 1 No Basica 0 1 No Basica
14 [ 2,5 0 Baésica 2,5 0 Baésica 2,5 0 Baésica
Funcién objetivo 2,5 2,5 2,5
Se aplica el método de Tamiz y Jones a la primera solucién:
Prueba A: Metas con ambas variables desviacionales en la funcién objetivo
Unicamente la meta 4 tiene sus variables desviacionales, n, y p,, en la
funcion objetivo. Luego, la meta 4 es eficiente.
Prueba B: Metas con su variable ponderada en la base final.
En la base final de la solucion 1, aparecen las variables desviacionales p, y
p,, de las cuales la unica incluida en la funcion objetivo es p,, correspondiente a
la meta 5, que, por lo tanto es eficiente.
Prueba C: Metas con variables desviacionales no ponderadas, no béasicas
Las variables desviacionales no ponderadas (0 sea que no aparecen en la
funcion objetivo) son p,, p,, p, ¥ n,, de las cuales p, es basica y n, pertenece a la
meta 5, ya clasificada como eficiente. Quedan, solamente, p, y p,. Si se introduce
p, en la base, como lo hace WinQSB en la Solucion 3, con el valor 20, no disminuye
el valor de la variable no ponderada basica p,, de la primera solucion (por el
contrario, aumenta), ni aumenta el valor de la variable ponderada basica p,. Luego,
la meta 3 es no eficiente.
Prueba D: Metas con variables desviacionales no ponderadas basicas, que se puedan
incrementar ingresando cualquier variable a la base, sin producir el incremento
de cualquier variable ponderada de otra meta, ni disminuir el valor de cualquier
otra variable no ponderada de otra meta.
La Unica variable desviacional no ponderada basica es p,, que tiene un
valor 5 en la primera solucion. Al introducir p, en la tercera solucion , ese valor de
p, se incrementa a 10, sin producir el incremento de la variable ponderada p,, de
la meta 5, ni disminuir el valor de ninguna otra variable no ponderada. La meta 1,
entonces, es no eficiente.
Prueba E: Metas con variable desviacional no ponderada que se pueda incrementar
sin desmejorar ninguna otra meta.
Queda, aun, sin clasificar, la meta 2, cuya variable desviacional no
ponderada es p,.
|
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Paso 1 - Limites



Para las variables ponderadas no basicas: ni=n=ni=ni=ps=0
Para las variables ponderadas basicas : ps*=25 ; p= 2,5
Para las variables no ponderadas no basicas: p:=p:=ns=0

Para las variables no ponderadas basicas: pi*=5 pe 5

-

Paso 2 - Las variables no ponderadas no basicas son pr=p:=ns=0

La solucion 2 introduce la variable desviacional p, con el valor 6,6667, que hace
salir del limite a la variable p, (disminuye a 3,3333). Por lo tanto, la meta 2 es
eficiente.

En resumen, resultaron: Meta 1: no eficiente
Meta 2: eficiente
Meta 3: no eficiente
Meta 4: eficiente
Meta 5: eficiente

Este ejemplo, ademas de servir para ver la aplicacion concreta del método de
Tamiz y Jones, permite observar que, con la utilizacion del programa WinQSB (Goal
programming) se simplifica la aplicacion de las Pruebas C, D y E de dicho método.
En efecto, al hallar la primera solucién, el programa indica si hay soluciones
alternativas y las proporciona. Esas soluciones alternativas dan respuesta a las
pruebas mencionadas: la solucion 3 introduce a p,, observandose que p, no
disminuye, con lo cual se da respuesta a las pruebas C y D, y la solucién 2 introduce
a p,, satisfaciendo los requerimientos de la prueba E. No obstante, en la resolucion
de problemas muy complejos, con muchas variables, metas y restricciones, deben
revisarse con mucho cuidado las soluciones dadas por el mencionado programa.
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(*) Computador Cientifico,
UBA. Profesor Adjunto en UM
y UNIaM.

PROGRAMACION LINEAL
METODO SIMPLEX(*)

Significado econdémico de los elementos del tableau final

Por el Comp. Cient. Santiago Ferrari (*)

A pesar de los muchos afios transcurridos desde que se anuncié que habia sido
superado el viejo método "simplex”, al dia de la fecha, el algoritmo ideado por
George Dantzig con la colaboracion de Leonid Hurwicz en el verano (boreal) de
1947 11 goza de excelente salud, como puede comprobar cualquiera que consulte
la literatura actual sobre Programacion Lineal.

¢Cudl es la razén de esta vigencia?

Si bien existen algoritmos para resolver el Problema de Programacion Lineal
mas eficientes, i.e., mas veloces, si bien abundan programas de P.C que brindan
no solo la soluciéon 6ptima sino también algin anélisis rudimentario de post-
optimalidad, hay dos motivos por los cuales, ni unos ni otros han desplazado al
Simplex como el método natural de la Programacion Lineal.

El primero de ellos es su enorme simplicidad y su relacion directa con la
teoria de la Programacion Lineal. El segundo y méas importante es la cantidad
sorprendente de informacion econémica Util que brinda el tableau final del método.
Concretamente, todos los elementos de la tabla final son indicadores que sirven
para la toma de decisiones.

llustraremos lo afirmado mediante un ejemplo sencillo. El concepto es
idéntico cualquiera sea la dimension del problema.

La Compariia Enlatadora del Sur tiene un contrato segun el cual recibird 20 toneladas

de tomates maduros a $ 0,15 el kg con los cuales producira jugo de tomate (JT),
puré de tomate (PT) y tomate al natural (TN). Los productos enlatados se empacan
en cajas de 24 latas cada una. Una lata de JT requiere 0,8 kg de tomates maduros,
en tanto que una lata de PT requiere 0,43 kg y una lata de TN requiere solamente
0,31 kg. La participacién de la compafiia en el mercado esta limitada a 1000 cajas
de jugo, 3000 cajas de PT y 2500 cajas de TN. Los precios al por mayor son $18, $9
y $7 por caja de JT, PTy TN respectivamente. Determinar el programa de produccién
optimo de la compairiia[2.

El modelo lineal correspondiente serd, por lo tanto:



Maxdmizar z = 0,63, + 0,31, + 0,25 =, [

(*) El beneficio neto unitario
del JT se ha calculado como:
c, = 18% por caja / 24 latas
por caja - 0,8 kg. por lata .
0,15 $ por kg. = 0,63 $ por
lata ya que el enunciado no
proporciona otros datos. En
forma analoga se calculan c,

y c,.

sujetas a
0,8x, + 0,43, + 0,31x, +x, = 20 000
X, + %, = 24 000
%, % =72000 (1)
% +x, = 60 000
X205 = h.0,7

con X, X, Y X, cantidad a producir de latas de JT, PT y TN respectivamente
X,: cantidad de tomates maduros sobrantes [kg]
X, X, ¥y X, demanda potencial no satisfecha de JT, PT y TN
respectivamente [latas];

de manera que tenemos
niamero de variables reales = cantidad de productos = 3

nimero de variables de holgura (slack) = cantidad de restricciones = 4
numero total de variables=n=7

Multiplicando los ¢, por 100 para no trabajar con mas de dos decimales,
resultan las siguientes tablas inicial y final del algoritmo simplex.

08 043 031 1 0 O O 20000
1 0 0 0 1 0 0 24000
0 1 0 0 0 1 0 72000
0 0 10 0 0 1 60000

63 31 25 0 0 0 0 0

Tabla inicial de simplex

0 10 0 0 1 60000

1 054 0 125 0 0-0,39 1750

0 1 0 0 0 1 O 72000

0 0 -1251 0 039 22250

0 28 0-7875 0 0 -059 1610250
Tabla final de simplex

A fin de facilitar la extraccion de informacién econémica se puede ampliar
la tabla anterior obteniendo (3 1:

63 31 25 0 0 0 0
c° [ XA A2 A3 A4 A5 A6 A7 B
25 X1 0 0 1 0 0 0 1 60000
63 X, |1 054 | 0 1,25 |0 0 -0,39 1750
X | 0 1 0 0 0 1 0o - 72000
x| 0 -054 | 0 -1,25 | 1 0 0,39 22250
63 33,86 | 25 78,75 | 0 0 0,59 1610250
0 2,86 | 0 -78,75| 0 0 -0,59

Tabla final de simplex ampliada

19 -
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Ahora aparece: una fila adicional superior con todos los coeficientes de la funcién
objetivo; dos columnas a la izquierda rotuladas respectivamente C°y X, que facilitan
la lectura de las variables basicas e incluyen sus respectivos coeficientes en la
funcion objetivo; y una pendltima fila con los valores de z,.

Dado que se cumple:

m
— (4] 5 3 :

Z]. = .E C i aii {i=1,...,n) 2]

1=1

m
z= % c%.b

j=1
c.= C.-Z (J=1,...,n)

resulta que en la tabla ampliada se verifica:

) la pendltima fila se obtiene haciendo el producto matricial entre
la transpuesta de la columna C °y la matriz a su derecha (A|B)
i) la ultima fila, que contiene los indicadores de optimalidad, es la

diferencia entre la primera y la pendltima (excluido de ésta su ultimo
elemento que es el valor 6ptimo de z)

1 Andlisis de las columnas correspondientes a variables reales

La informacion obvia que resulta de la tabla final es que el maximo beneficio,
que es z = 16.102,5, se obtiene produciendo x,= 1.750 latas (73 cajas) de JT, x, =
60.000 latas (2.500 cajas) de TN y dejando una demanda potencial insatisfecha de
Xs = 22.250 latas de JT y las x,= 72.000 latas de PT.

Las restantes n-m =3 variables del problema se anulan al ser la 6ptima
una solucion béasica (un punto extremo del convexo de soluciones). En este caso,
X, (latas de PT), x, (sobrante de tomate maduro) y x, (demanda potencial de TN
insatisfecha) son nulas.

Desde el punto de vista econémico, que el valor 6ptimo de x, sea nulo nos
estd indicando que, dada la relacién del beneficio unitario del PT respecto de los
beneficios unitarios de JT y TN, y la relacién entre el consumo de recursos (en
este caso sencillo, s6lo tomate maduro) del PT respecto del consumo de recursos
por parte de JT y TN, es més rentable no vender PT a los efectos de que con los
recursos que insumiria se pueda producir mas de los otros productos.

Para determinar la magnitud de esta conveniencia, o lo que es lo mismo,
el costo de oportunidad de no actuar optimamente, analizaremos las ecuaciones
implicitas en el tableau final. Por ejemplo, la segunda ecuacién nos dice:

Ky + 0,54%, = 1,25%4- 0,39, = 1750
es decir:
¥9= 1750 - 0,54%; - 1,25%4 + 0,397



(** y Qbsérvese que c =0
para todo j en la tabla final
de un problemia de magimo.

Ahora bien, x,, X, y X, son variables no basicas y por lo tanto deben ser nulas para
obtener una solucién éptima. Sin embargo, si nos interesa calcular el costo de
oportunidad del PT, podemos eliminar en todas las ecuaciones las variables no
basicas excepto x,. Resulta, entonces:

,’ = 60000- 0,

= 1750-0,54x,

.’ = 72000- 1x, (3)
X.' = 22250+ 0,54x,

X
X
X

Resulta evidente, entonces, que la columna 2 de la tabla 6ptima nos esta indicando
como varian los valores de las variables basicas por cada unidad que se quiera
producir de PT.

Y, en general, que

Sea x; una variable real no basica, entonces el elemento a, de la tabla
Optima representa la disminucion (si a; > 0) o aumento (si a; < 0) de la variable que
se encuentra en la fila i cuando la variable X, toma el valor 1 (en lugar del valor
optimo 0) .

De lo anterior, y de acuerdo con la ecuacién (2), resulta el siguiente
corolario:

Si X, esuna variable real no bésica, entonces z. es el
decremento, indirecto, del beneficio por cada unidad a producir del
producto j (que no conviene fabricar).

Dado que, por otro lado, cada unidad del producto j aporta c,
unidades de beneficio directo, el balance final de la pérdida sera:

= - (™
C, =C - Z (4)

Quedé demostrado, entonces, que:
; es el costo de oportunidad del producto j ,

es decir, el decremento de beneficio por cada unidad que se fabrique del
producto j.

Por otra parte, si se desea que el balance mencionado en (4 ) sea
positivo, sera necesario que el beneficio del producto j sea aumentado en,
por lo menos, el valor absoluto del miembro izquierdo. De donde surge su
segundo significado de los “c raya™:

-cj es loque debe aumentar ¢, paraque convenga fabricar el producto j.
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( *** ) Obsérvese que, en
este caso, a diferencia del
anterior, la ley no se
restringe a variables no
bésicas. Efectivamente, si la
variable X; es basica su
columna sera canoénica, es
decirun lensufilayOenel
resto, de manera que, de
acuerdo con la ley, aumenta
una unidad la variable que
estaenlafilai (jqueesx!) y
las demas no se modifican.
Por otra parte, si X; es
basica significa que su
recurso asociado no esta
saturado: si se aumenta una
unidad del mismo sélo
aumenta el sobrante de ese
recurso y todas las demas
magnitudes permanecen
invariables.

2. Andlisis de las columnas correspondientes a variables slack

El analisis anterior no tiene sentido cuando x es una variable de holgura
ya gue no parece razonable quitarles recursos a los productos que estan dando
beneficios con el sole objetive de que sobre recurso. Sin embarge, su columna en
el tableau final juega un papel igualmente importante,

Por consiguiente, si se quiere estudiar el efecto de aumentar la
disponibilidad de un recurso saturado, a tabla optima permite hacerlo sin necesidad
de resolver desde el comienzo el problema modificado. Esto es asi porgue la tabla
final se obtiene a partir de la tabla inicial pre-multiplicandola por la lamada matriz
inversa dptima .

Concretamente nuestra solucidn dptima cumple:

60000 | 0

X, 0 0 1 20000
X, 1750 1,25 0 0 -0,39 24000
X* = | X, = [12000 = . B= 0 0 1 0 | = | 72000
X 22250 -1,25 1 0 0,39 60000

5

Si alas 20 toneladas del recurso “tomate maduro” le agregamos una cantidad g{en
kg), tendremos un B' y, por lo tanto, un X', que seran:

20000

20000 + © 1 1
24000 2000 | |of! o
= 1.6 =0. | 72000 =LA 72000 [+ o |o|=0.B+0.[.|0|=

60000 60000 0 0

X, 0

X, 1,25

=|x|+d | 0 (5)
X, 1,25

De donde resulta que la columna 4 de la tabla final nos esta indicando cuanto
aumenta (o disminuye) cada variable basica cuando aumentamos una unidad del
recurso 1.

La ley general es:

Sea x; una variable de holgura. Entonces el elemento a; de la tabla 6ptima
representa el incremento (si a; > 0) o decremento (si a; < 0) de la variable que se
encuentra en la fila i cuando el recurso asociado a la variable X; se incrementa en
una unidad ¢ ™).

Si en lugar de una variable de holgura se trata de una de exceso, esto es, la variable
que se agrega cuando la restriccion es de Z» , se debe permutar la palabra
incremento por decremento y viceversa.



Nuevamente, de acuerdo con la ecuacion ( 2 ), resulta el siguiente
corolario:

Si x. es una variable de holgura, entonces z. es el incremento de
beneficio por cada unidad que se agregue del recurso asociado a la variable X

Cuando el c. sea nulo, cosa que ocurre normalmente en las variables de
holgura, también sera cierto lo siguiente:

-¢; es el valor marginal del recurso asociado con la variable de holgura x;

Si_ j es una columna candnica, i.e., x; es una variable basica, y
teniendo en cuenta la nota ( *** ), se llega por otro camino la propiedad trivial: “Si
un recurso no esta saturado, su valor marginal es cero.”

3. Observacion:

La validez de las leyes (3) y ( 5) estéa restringida a ciertos intervalos. El calculo de
los extremos de esos intervalos es muy elemental: surge inmediatamente de la
condicién de factibilidad de la soluciéon modificada (X* 0) en dichas ecuaciones .
Fuera de esos intervalos valen otras férmulas que se obtienen realizando una
operacion de pivoteo sobre la tabla final.

4. Aplicacién:

Para finalizar, verificaremos las propiedades arriba deducidas en nuestro trivial
ejemplo.

4.1 Supongamos que se desean producir 1.000 latas de PT. Podemos aplicar las
farmulas deducidas ya que este valor se encuentra dentro de su intervalo de
validez que es 0« x <= 3255,8. Luego, de acuerde con [ 3 ), tendremos:

X, =X, = 6000
X,”=x,-0,5375- 1000 = 1212,5
X" =X, - 1-1000 = 71000
X" =X, +0,5375 - 1000 = 22787,5

que, como se puede comprobar facilmente, cumplen las ecuaciones en (1 ). Por
otra parte, observamos que para poder producir estas 1.000 latas de PT debemos
disminuir la cantidad de latas de JT.

Nuevo beneficio =z’ =1212,5 . 0,63 + 1000 . 0,31 + 60000 . 0,25 = 16073,875

Decremento del beneficio Az=2z-2" = -28,625

Ese, efectivamente, es el costo de oportunidad de producir 1000 latas
segun la férmula:

Costo de oportunidad = Ez . 1000 = -0,028625 1000
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4.2  Analicemas ahora el efecto que produciria aumentar nuestro recurse "tomate
maduro®. Dado que el intervalo de validez de la tabla dptima actual es:

-1400 = Ab, =17800

tomemos un incremento del recurse de, por ejemple, Ab1 = 10.000 kg. La nueva
solucién sera:

3 o=x3 = 60000
1 mwl o+ 1,25- 10000 = 14250
B =xh = 72000
®5" =mx5-1,25-10000 = 9730

Estos valores satisfacen las ecuaciones de ( 1 ) modificadas al reemplazar bl =
20000 por b1’ = 30000. Observamos, ademas, que todo el incremento del recurso
es absorbido por el producto 1 (JT) : légico porque el TN estd acotado por su
participacion en el mercado.

Huevo beneficio = 14250 . 0,63 + 60000 . 0,25 =23977,5
Incremento del beneficio Az =2' - 2= 23977,5 - 16102,5 = 7875
Aidentico resultado se llega empleando el valor marginal:
Az=-c4.Ab1=0,7875. 10000 = 7875

4.3 5i bien las restantes restricciones del problema no corresponden a recursos,
pluede resultar interesante aplicarles a ellas el procedimiznto anterior. Lo haremos
en la dltima que es la dnica saturada v que tiene como variable slack asociada a x.
Dado que el intervalo de validez de la tabla dptima actual es:

-57419,35Ab, £ 4516,13 {6)

analicemos, pues, gueé pasaria si la participacion en el mercado del TN fuera de
64000 latas jun incremento de 4,.000):

La nueva solucion sera:

x3"=x3 + 4000.1 = 64000
x1”=x1 - 4000.0,3875 = 200
X6’ = X6 = 72000
x5 =x5 + 4000-0,3875 = 23800

Estos valores satisfacen las ecuacionss de { 1 ) modificadas al reemplazar b, =
&0000 por b," = 64000.

Observameos gque el TH aumenta en desmedre del JT, De hecho, s tomaramos el
valor maximo posible de Ab, en { & ), cesaria la produccion de JT. Mas alla de ese
valor ne tendria sentide aumentar su participacidn en el mercade, pues la produccidn
estaria acetada por el recurso "tomate maduro” {gque se estaria empleando en su
totalidad para TN). Esto se refllejaria en la tabla dptima por medic de un valor
marginal nulo de la participacién en el mercado de TN {z=0) que surgiria despues
de hacer la transformacién de Gauss-Jordan con pivote en a_.




Muevo beneficio = 200 . 0,63 + 64000 . 0,25 = 16126
Incremento del beneficio Az=2"-2=16126 - 16102,5 =23,5
A idéntico resultado se llega empleando el valor marginal:

Az= -E; . A b4 =0,005875 . 4000 = 23,5

Como observacion final y complementaria, destaquemos la notoria diferencia
de magnitudes entre los valores marginales analizados en 4.2 'y 4.3. Esto, para los
datos de este problema, da una clara idea del valor de la restriccion del tomate
maduro respecto del valor de la participacion en el mercado del TN.
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CALCULO DEL lim s"* para x -0
SIN RECURRIR A INTEGRACIONES AD HOC

Por el Lic.Juan Carlos Lopez (*)

INTRODUCCION

fa@h X

Para calcular el lim

X

P | (1)

se utiliza, usualmente , una comparacion entre areas de tridngulos y el &rea de un
sector circular. Pero el célculo del area de un sector circular sélo puede hacerse por
integracion, por ser curvo uno de sus lados y, si bien el procedimiento geométrico y el
paso al limite utilizados parecen impecables, creemos desprolijo el no utilizar el recurso
de la integracion como inversa de la derivada. Con este recurso, el calculo del limite
(1) quedaria totalmente dentro del célculo infinitesimal, sin necesitar la muletilla de
una integracion improvisada, con métodos ajenos a esa disciplina.

Vamos a exponer, a continuacion, una demostracién del célculo del limite (1),
totalmente dentro del célculo infinitesimal, sin recurrir a la integracion ad hoc. Las
acotaciones y férmulas utilizadas se obtuvieron en forma totalmente algebraica y no a
partir de derivadas ni integrales, que hubieran obligado a conocer de antemano el
limite (1).

DESARROLLO
Primeramente, vamos a demostrar que el limite (1) existe .

Lema 1l

La funcién 7%

es creciente en sentido estricto para x —0.
X

Para demostrarlo , utilizamos la fidrmula:
¥(l H;‘;l_ﬂ ser x4 ril+ril- r;.‘I3+ rii—r)
valida para todor , reales . I
Si 0=r<1 ,todos los coeficientes del segundo miembro son positivos
y setendra , si senx>0:
SEN IH > F S&n X D=<r=<1)
Dividiendo ambos miembros por rx queda :

SEN MY = F SeN X + T ——— ,

FER FX - Ferr X [ﬂ'ﬂf':'l},
X

asea, haciendo rx=y = x=y
SEP‘!_F) Fe&R X [ﬂd"j‘d}(] ,

v



es creciente en sentido estricto parax — 0.

lo cual demuestra que la funcidn

Lema 2

" estd acotada superiormente parax — 0.

. g Sen
La funcién
X
s i : e fg x
La demostracion se basa en que esta funcion es siempre inferiora =—
X

para todo valor de x , tal que 0 <x <R (R =1 recto) . Efectivamente :

X SERY FEmr X
e . (2)
X X CORY x

porgue O=cosx=1 para O=x=R .

Por otra parte , la funcién BT a5 decreciente en sentido estricto

X
we Xo Xa
para la sucesion .a.-u_T.T, L. ocon D=t R,

o
. 2te —
X0 &+l x
En efecta , = — v =207 _,ﬂnﬂ d (3)
n 1-tg® P -

porque O<ig—— <1 si  0< X <1/2R,
e e
Se dividen ambos miembros de (3) por :—” :
X Xn
EEE—,, . 8 et
x| Xo
z 2

fgx i : : i
lo cual demuestra que ¥ o5 una funcidn decreciente en sentido estricto
X

. F X Xo Xa
para la sucesion xo, —,~—,. ... —,.
] 4 2#

e

Por lo tanto , por (2) :

) ¢ X
Senos IB5r gk
=— =—
X Xa xo
gt =
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| |
%1 se eligen distintos valores de xy entre xy y % , siendo =y = % y
g x . . lrx
tal que el coclente =— es el maximo gue puede tomar la funcien —— enel
Xl X
intervala (% , ?}, se tiene:
3
X
SeNa texo tox
=t < = Y]
E xXa Xl
-,Ih"
X0
El valor final es fijo y se ve que , ajustando x0 y n en el cociente F éste abarca
X0
todos los valores posibles de x (excepto x = 0, Haclendo x = F se abtiene por
4) senx 1gn
X X1
Sen x R
y esto demuestra que ———  estd acotada para todo 0 < x < Y
I -
Lema 3
El imite  tim "% = existe .
X
®x—20
Porque Y es creciente y esta acotada . Sera , ademas |,
X
L = lim senx g X (5)
X X1
x—0
CALCULO DE LA DERIVADA DE LA FUNCION y = sen x
Es . por definicion de derivada ,
L . FER[x "l.'l.'] FEH X
e xm lum :
dy W
by =
gue lleva a
4, 0 x = lm - = lim cos( x4 “l
y = £l X "|_,' B (R !
2
Yoy — 0} Yoy — 0}
|
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¥, por {5}, da

—senx=L.cosx (6)
dx

CALCULO DE LA DERIVADA DE LAFUNCION y = arcsen x

Comg Kmgey )

sera, por (bl ,
ﬁ—i seny=Leosy=L Ldr_ 5
ﬂ"lr ﬂ"lr

0 sed
dy d

—= —gresenx = — (7)

dv d -7
CALCULO DE LA LONGITUD DE UN ARCO DE CIRCUNFERENCIA
POR INTEGRACION
Como la ecuacion de la circunferencia de radio r centrada en el origen es
y= Pt )
la longitud de un arco entre los limites ¢r y [ serd @

1= [" ey = IJi

y por {7},
I=L.r(arcsen f—arcsena) {8

Esta longitud es estrictamente proporcional al angulo central subtendide por el
arco , como se esperaba (Ver figura),

o :l

Ahora necesitamos defimr en que umaaaes medimos los angulos . Si se
toma como unidad el dngulo recto (R) se tiene , haciendo «=0, fi=1:
aresen § = arczen1=R
aresen it = aresen =10
y si se reemplaza esto en (8) queda

L % crounferendia) = L.r.R {9
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. Senx
lim——
X

x—0

CALCULODE

Como, por definicién de /T , la longitud de la circunferencia es inr,

Tr
sU cuarta parte sera by lo cual, reemplazando en (9) da:

ar
— =L.r.R
2

y se deduce:

L=_ ] [10'

que es el valor del limite buscado .
Si se adopta una unidad de medida de angulos tal que

R= % (unidad : radian) ,

queda , remplazando en (10) :
L=1 ,
o bien

. Senx
lim =1

X ¥
x=10

demostrado sin apelar a integrales ad hoc .
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